5.) Plikationen

Das System des Packens kann fortgesetzt werden. Wr werden lediglich die
guadr ati schen Packungen weiter verfolgen, also diejenigen, in denen jede
Zeil e genauso viele Elenente und damit Spalten hat wie die erste Zeile.

Die vorige Stufe ist erreicht, indem gesetzt wrde a 1 a = a 2 2 und
entsprechend aufwiarts a 1 a 1 a = a 2 3 usw. Entsprechend kann man setzen a
2 a=a 3 2 und dann weiter aufwarts a 2 a 2 a = a 3 3, was in ublicher
Schrei bweise a.a.a = a*3 lautet und als Potenzieren bekannt ist. Diese
Qperation ist nicht nehr kommutativ, nan kann Operand und Qperator nicht
mehr tauschen ohne Anderung des |inearen Ergebni sses. Der Qperand hei Rt die
Basis, die Operation Potenzieren und der Operator die Potenz.

Aus dem bi sheri gen kann nun fol gende Matrix aufgebaut werden

1 2 3
11 1 1 1
2| 2 4 8
3 3 9
4
&

Z| Z 7.7 Z7.2.Z
Z steht fuar aushilfsweise fur "zehn", also 1111111111. Mt Hilfe dieser
Qperation |asst sich die dezimale Darstellung der Zahlen unter Benitzung
der Urzahl, acht Hilfsziffern und eines Leerzeichens bei Festlegung einer
Rei henfol ge, einer Begrenzung in gedréangter Darstellung erreichen. D e
letzte Reihe der Matrix ist in dblicher ungekehrter Reihenfolge unter
Ei nschl uss der Operandenspalte:

& l|a.Zz.Z2.Z||a.Z. Z||a.Z |]a
oder & |a.zZ*3 ||a.Z*2||a.Z*1||a.Z*0

Bei Benitzung des Leerzeichens und der Ziffern kénnen die G enzzeichen
weggel assen werden. Im folgenden wird zur vereinfachten Darstellung neben
di eser vollstadndigen Darstellung die Exponentialdarstellung nit dem
Hi | fszeichen E benttzt, bei der die Mantisse weggelassen wrd. De
Darstellung wird hier nicht behandelt, weil sie fur unsere Zahlentheorie
unbedeutend ist. Die Matrizen der ersten drei Ordnungen sédhen so aus:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2l 2 4 8 4 4 16 64 16| 16 256 4E3
3| 3 927 27| 27 729 1E4 1E4| 1E4 3ES 7E12

Man sieht, dass diese Matrizen den nmultiplikativen nicht &hnlich sind, denn
es taucht in der ersten Zeile nicht der Wert des Operators auf, sondern nur
di e eins.

Wenn a die Zeile reprasentiert und b die Spalte, ist zu unterscheiden
zwi schen a*b und b*a. Man kann auch eine ungekehrte, also retrograde Opera-
tion einfihren, namich *, fiar die gelten soll a*b # b*a. Letztere sol
al I genein auch 31 sein, die gewdhnliche Potenzierung a*b soll 32 sein. Mn
kénnte diese Qperation Retropotenzieren nennen. Die Matrizen der ersten
drei Ordnungen sahen so aus:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1] 1 2 3 11 1 2 3 1 1 2 3
2l 1 4 9 4 1 16 81 16| 1 6E4 4E7
3] 1 8 27 27| 1 1E8 7E127 E12| 1
Hier liegt Anhnlichkeit mt den nultiplikativen Matrizen vor, deshalb soll

di ese Operation als erste gelten. Nach dem gl ei chen Bil dungsgesetz kann man
weiter fortfahren, setze

a3l a=a4?2
und entsprechend so weiter

a3l a3 a=a43



Es ergibt sich dadurch eine weitere Rechnungsart, die nicht auf das
Pot enzi eren zurtckzuf dhren ist.
An dieser Stelle ist es notig, zundchst diese Rechnungsart zu benennen. Es
ist dublich, die Operation 2 als Miltiplikation zu bezeichnen. Hieran
anknipfend bezeichne die Addition als Soloplikation, die Miultiplikation als
Bi plikation, das Potenzieren als Triplikation und deshalb diese hohere
Rechnungsart als Quadroplikation. Diese Bezeichnungen haben den Vorteil,
dass di e Verwandtschaft und die Ordnung | eicht erkenntlich sind.
Bei konkreten Zahlen stellt sich die Frage, wie nman eine Quadroplikation
nun ausrechnet, es ist jedenfalls nicht

343 =(3*3)*3 = 3*(3.3) = 3*9
zu rechnen, sondern

3*(3*3) = 3*27
Schon aus diesem kleinen Beispiel wird ersichtlich, dass die Zahlen der
Quadroplikation schnell in astrononm sche G 6Benordnungen wandern. Bei m Aus-
rechnen niissen also die Potenzen, d.h. inmer der letzte Operator zuerst
gerechnet werden und der Algorithmus auf eine niedere Stufe gebracht
werden, d.h. es werden die Operatoren sukzessive linearisiert im Gegensatz
zum Kettenpotenzieren, bei denen zunachst die Qperanten aufsteigend |ine-
arisiert werden. Herin liegt auch die Reihenfolge der Operationen von *
und * begrundet. Bei Anwendung des Di agonal verfahrens ergeben sich aus oben
dargestel lten 31-Matrizen fol gende quadrati sche Matrix:

1 2 3 4
11 1 1 1 1
2l 1 4 16 6E4
3 1 27 7E12
&

Z| 1EO0 1EZ Z*1EZ

Statt mit Lichtjahren als G 6Ren zu arbeiten, kénnte mt einem Zahl ensystem
auf bauend auf Quadroplikationen gerechnet werden, das Problem st
lediglich, dass die Vorstellungskraft diese Zahlen schlecht erfasst, aber
vielleicht nur eine Gewbhnungsfrage. Die Bil dungsfornmel wéire entsprechend:
& | a.Z413| | a. Z412| | a. Z411]| | a. Z410

Mt den ZzZiffern kdme man allerdings nicht aus, fur jede Stufe niisste eine
weitere Darstellung eingeschaltet werden, um eine | lckenl ose Zahl enrei he zu
er hal t en.

Das Potenzieren 32 ergibt ebenfalls eine hohere Rechenart, die sich aber
| eicht aus der Eigenschaft (a*b)*c=a*(b.c) errechnen |&asst und bei weitem
kei ne so gewal tigen Zahlen wie die 41-Operation ergibt. Die 42-Mtrix sieht
S0 aus:

1 2 3 4
11 1 1 1 1
2| 2 4 16 256
3l 3 27 2E4 7E12
&

Z| 1E1 1EZ 1EZ. Z

7.) Das Parterresystem
Das oben vorgestellte System der Plikationen ist nicht das einzige
denkbare. Statt die Diagonalen auf der 2 aufzubauen, koénnte auf jeder
anderen Zahl aufgebaut werden. Wr wollen im fol genden einnmal den Aufbau
auf der Zahl 1 untersuchen, und feststellen, wohin das fuhrt. Die Matrix
far die Addition ergibt sich wi e bisher:

2 34

345

456
Aus der Einserdiagonale werden nun die Wrte fir den Operator 1 der
Mul tiplikati on gewonnen:

2 34

468

6 9 12




Aus der Einserdiagonale wird wi ederum die Reihe fir den Einseroperator der
Pot enzierung ermttelt:

2 4 8
6 18 54
12 48 192

Die Ubrigen Werte sind bereits eingetragen und wurden nach den gl eichen
Regeln ermittelt wie bei den ublicherweise verwendeten Plikationen.

Man kann mit diesem System genauso rechnen wie nit dem dblichen, die
Formeln sind allerdings anders. Soweit es sich um Fl a&chen oder Raumi nhalte
handelt und im Ubrigen die gleichen Flachen- bzw Raunbegriffe zugrunde
gel egt werden, ergeben sich folgende Forneln in der Gegeniberstellung mt
den ubli chen.

2-er 1-er
Recht eck a.b a.(b-1)
Kreis 2.p.r*2 1.(p-1).r.(r-1)
Recht kant a.b.c a.(b-1).(c-1)

Es zeigt sich, dass bekannte einfache Forneln relativ konplizierter sind,
ohne dass diese einen anderen Vorteil hatten. Die Miultiplikation ist nicht
nmehr kommutativ, d. h. die Othogonal en der Bildungsmatrix sind nicht nehr
vertauschbar. Bei m bi sherigen System war dies lediglich ab der Potenzierung
der Fall. Dieses System das man als Parterresystem bezei chnen kdénnte, weil
die Diagonalen nicht erst im ersten Stock, sondern direkt nit der Urzahl
begi nnen, ist also fur die Berechnung von Fldchen und Raum nhalten fir den
Ubli chen Fl achenbegriff weniger geeignet. Da die Anwendung der WMathematik
zum grofRen Teil in der Ceonetrie nmit solchen Gebilden arbeitet, ist dieses
Parterresystem hierfur keine brauchbare Alternative, andere Anwendungen
waren zu untersuchen. Fur diese praktischen Zwecke ist also das allgenein
Ubl i che kommutative Miultiplikationssystem geei gneter.

Was die Schrei bweise allerdings anlangt, ist das gebrauchliche System nicht
besonders einsichtig. We schon die Zahlbildung geschichtlich gewachsene
| nkonsequenzen zeigt, ist sowohl die Benennung als auch die Darstellung der
Triplikationen zum ndest nicht glucklich. Die Darstellung der Potenz als

kl ei ngestellte Hochzahl st sinnigerweise ungekehrt entsprechend ihrer
Wrkung, und Uberdi es nuss man spatestens bei der zweiten Potenzi erung eine
vergroRernde Brille aufsetzen, weil es nicht mehr leserlich wird. De

Hochzahl en sind historisch gewachsen und fir die gebrauchlichen kleineren
Anwendungen brauchbar, fir theoretische Zwecke weni ger geeignet. Man koénnte
ei nwenden, das seien nur AuRerlichkeiten, dieser Ansicht bin ich aber
nicht, denn auch eine klare Darstellung tragt zum ndest zum besseren
Ver st &ndni s und | ei cht eren Handhabung bei .

Es ist also festzuhalten, das die gebrauchlichen Plikationen nicht die
einzig noglichen sind. Beispielswise kann die Miltiplikation deshalb nur
definiert, aber nicht aus der Addition bew esen werden.

9.) Verknipfungen

We sieht nun die Verwendung negativer Zahlen bei Miltiplikation und
Pot enzi erung aus, wenn di e bei den Operati onen mteinander verknipft werden?
Wr arbeiten uns an das Problem heran. Gehe zunachst von einem bekannten
Produkt aus, lasse die Basis unverdndert und verringere das Argunment eins
umeins. Das sieht z.B.fur 1.2 so aus:

1.2 =1.(3-1)

1.1 = 1.(2-1)

1.Q = 1.(1-1) =1.(Q
1.-1 = 1.(1-1-1) =1.(Q 1)
1.-2 = 1.(1-1-1-1) =1.(Q 1-1)

Und es ist sogleich ersichtlich, den nachst niederen Schritt wird gewonnen
durch Verm nderung des Operators um eins, sodass nman | ogischerweise zw -
schen eins und mnus eins bei Q landet (und nicht bei null, also nicht bei
ni chts).



Das gl ei che Verfahren mache fir eine negative Zahl, das sieht so aus:

-1.-2 = -1.(-3+1)
-1.-1 = -1.(-2+1)
-1.-Q = -1.(-1+1) =-1.(-Q usw

Di eses Verfahren kann mit jedem Qperanden und j edem Operator genacht werden
und es vermi ndert die Zahlenmatrix jeweils um eine Zeile. Bei Verm nderung
des Argunentes, also Verénderung der Basis, verdndern sich die Spalten der
Matrix. Der Betrag dieses Produktes ist leicht durch Abzdhlen zu ernmitteln
und damt sind auch entsprechende Rechenregel n aufzustellen, als Einnaleins
bekannt. Erganzend sei benerkt, dass auch das Einmal eins bereits eine hoch-
stehende geistige Leistung ist, denn es setzt ein gl ei chnali ges
Pot enzsystem mit auf der einen Seite genugend grofler Anzahl ziffern, auf
der anderen Seite nicht zuviel Ziffern voraus.

Wr haben mit positiven und negativen Zahlen operiert, ist das Ergebnis nun
positiv oder negativ? Nach der bisherigen Erklarung der Zahlen als Mtrizen
ware auf den ersten Blick anzunehnen, alle Produkte seien imrer positiv.
Man konnte die Matrizen nun auch bei Uberw egen des negativen Anteils nach
oben versetzen, nachdem die Matrize nach oben schrunpft bei schw ndendem
Argunent und die so oben entstehende Matrize als negativ bezeichnen. Hierzu
nisste eine Achse eingefihrt werden, wunterhalb ist positiv, oberhalb
negativ. Das kann man aber genauso gut anders machen, eine zw ngende
Handhabung gi bt es nicht. Es ist also zu bestinmen, welches Vorzei chen das
Produkt haben soll, wenn nman fir das Produkt ein einheitliches Vorzeichen
Uber haupt mbchte, denkbar ware auch, das Produkt zerfallt in nehrere Teile,
wi e bei konpl exen Zahl en.

Zunachst sind daher die Mglichkeiten aufzulisten, die eine Verknipfung von
zwei Vorzeichen ernibglichen. Das sind die 16 nachfolgend aufgelisteten
Mogl i chkeiten. Dabei steht fir die Zeile der Qperand +- und fir die Spalte
der Operator +-

1) ++ 2) -+ 3) +- 4) ++ 5) ++
++ ++ ++ -+ +-
16) - - 15) +- 14) - + 13)-- 12) - -
-- -- -- +- -+
11) ++  10) +- 9) +-
- - +- -+
6) - - 7)-+ 8)-+
++ -+ +-

Die ersten beiden G uppen sind ungleichmaRig, denn es sind verschieden
vi el e Vorzei chen der einen Sorte gegeniber der anderen Sorte. Bei dem einen
wirden also rein statistisch die positiven, bei dem anderen die negativen
Zahlen als Ergebnis Uberwiegen. Die dritte und vierte Guppe ist gleich-
malki g, die Vorzeichen sind gleich oft vertreten. Von diesen Systenen
zeichnen sich die 8) und die 9) aus, sie sind symetrisch um di e D agonal e.
Die Numern bei den Systenen bezeichnen die Reihenfolge, wenn man sie
systemati sch entwickelt. Es ist leicht zu sehen, dass zu jedem System ein
i nverses System vorhanden ist, das jeweils darunter dargestellt ist, z.B.
zu 1) ist 16) invers, zu 11) ist 6) invers und zu 9) ist 8) invers. Das
System 11) ist im Fol genden bei spi el haft dargestellt:

+a.-b = -c¢ +a.+b = +c
-a.+b = +c -a.-b = -¢
+b.-a = -c +b. +a = +c
-b.+a = +c -b.-a = -c

Di eses Systemist nicht komutativ, die einzigen komutativen Systene sind
das System 1),16) und 8),9). Das 1) System fuhrt zu der als Betrag bekann-
ten QOperation, das 16) System zu dem ersten invers, ist der negative
Betrag. Das neunte System ist unser ubliches und das achte System ist
dasj enige der |maginarzahlen. Ersichtlich ist hi eraus, dass das neunte
System eigentlich keine Praferenz hat, es ist genauso gut wie das achte.
Michte deshalb das achte einfach inverses System nennen und mt einem i
bezei chnen, normalerweise sagt man hierzu imaginar aus historischen
Grinden.  Ungl icklicherweise ist in der fornmelhaften Darstellung der



Mat henmati k di e Benutzung di eser Systene zum einen nicht richtig erkennbar,
zum anderen sind auch noch védllig verschi edene Zeichen in Verwendung, so
dass der Zusammrenhang der Systeme nicht klar wird.

Wel ches System ist nun fir die normal en Rechnungen brauchbar? Zweifellos
das neunt e System denn far die wei t aus Uber wi egend reinen
Pl usmul ti plikationen ist das Produkt ebenfalls Plus, es ist kommutativ, das
hei Bt, Multiplikand und Multiplikator kdnnen vertauscht werden in Komnbina-
tion mt der Zweierplikation. Das gebrauchliche Systemist also eine reine
Sache des Praktischen.

Die Systenme |assen sich nebenei nander anwenden. Mchte fur 1) verwenden /-

, far 16) /+ und far 8) i . Die sonst ublichen Bezei chnungen fur 1) und 16)

halte ich nicht fur glucklich, denn es zeigt nicht die Verwandtschaft zu
9). Die Systene 8) und 9) koénnen auch nebenei nander additiv komnbiniert wer-

den, dies hei Bt gewdhnlich konplexe Zahl. Di e Konbination hat dann die
Form a+ib mt Real- und Inmaginarteil. Bei der Mnoplikation bleiben die
bei den Teile getrennt, bei hdheren Plikationen treten Wchsel der beiden
Teile auf, was zu andersartigem Funktionieren der komnplexen Zahl enebene
fuhrt.

Im Falle einer oben definierten Qperationsinversion kdnnen bei den
konpl exen Zahl en auf das 9) System bezogen inkonplette Zahlteile auftreten,

die ebenfalls nmit dem Synmbol i dargestellt werden. In unserer Darstellung
i st daher das Synbol i ein Operationszeichen oder ein Vorzeichen, wie + und
- . Gewdhnlich wird i als -1*:2 definiert. Nach unserer Zahlentheorie ist

di ese Definition bereits ein Ergebnis. Gewdhnlich wird i deshalb als Milti-

plikand in einer Miltiplikation verwendet, diese Operation wird mt dem
hier vertretenen Zahlenbegriff genauso ausgefihrt, ist aber nicht der

Inhalt des Synbols, sondern nur eine Rechenfol ge. Genauso w e die Konbi-

nati on von 8) und 9) gemacht werden kénnen, sind auch andere Konbi nationen
noglich nit entsprechenden wi ederum andersartigen Zahl enebenen. Die
Kombi nati onen nenne Mdi .

10.) Tri adi sche Zahl en

Gewohnlich werden negative Zahlen als Ergebnis einer Unkehrung der
Subtraktion erklart. Dyes ist aber nur dann giltig, wenn wie in dem
Ther nonet er - Bei spiel ein symetrisches System gewdhlt w rd. Aber auch bei
diesem gibt es bei konplexen Operationen die Erscheinung, dass die
Subtraktion eines Ausdrucks und ein negatives Argument eines Ausdrucks
ni cht zum gl ei chen Ergebnis fihrt. Es ware also besser, grundsatzlich, we
das auch bei Conputern geschi eht, zwi schen Subtraktionszei chen und
negati vem Zei chen zu trennen. Zunindest nuss nman sich im klaren sein, dass
je zwei verschiedene Paar Stiefel vorliegen. Die Erklarung der blichen
negativen Zahlen ist die Urkehrung einer Subtraktion. Nach der hier
vertretenen Zahl enauffassung kénnen die negativen Zahlen auch als inverse
Matrix entstehen durch fortgesetzten Abbau einer positiven Mtrix. Der
Abbau ist der ungekehrte Vorgang wi e der Aufbau, die negativen Endzahl en
ent stehen dadurch, dass Uber die Operation Q hinaus die Operation
fortgesetzt wird. Mt realen Gegenstédnden wie Schafen ist das nicht mehr
vorstellbar, hier kann eine Subtraktion lediglich bis zu einem |eeren
Pferch fuhren. Mt der Bestinmmung von Forderungen und Schul den geben sol che
negati ven Zahl en jedoch einen Sinn.

In diesem Bereich ist aber andrerseits eine Bevorzugung einer Zahlenart
ni cht gegeben, positive wie negative sind gleichwertig, das System kénnte
genauso gut auf negativen Zahlen als den nornalen aufgebaut werden und
positive sind die Ausnahne, genauso gut wie nan den Strom physikalisch
gesehen letztlich falsch herum bezeichnet, aber diese Benennung hat sich
nun mal eingeblrgert und ist genauso brauchbar.

Man ist gewohnt, bezuglich inverser Operationen imrer nur in Dualisnen zu
denken, nadmich in positiv und mnus, in Addition und Subtraktion usw. Es
ware genauso gut nbglich, eine Triade von Zahlen einzufihren, positiv,
negativ und ein Drittes, das z.B. neutros hei Ben kann. Es |&ge dann keine
Zahl engerade vor, sondern ein Stern nit drei Strahlen, ein Strahl fuir
positive, ein weiterer Strahl fir negative und ein dritter Strahl fdr neut-




rale Zahlen. Eine weitere einzufihrende Operation, die Neutralisierung,

wirde eine positive oder negative Zahl in Richtung neutralem Strahl
ver schi eben, genauso wi e eine Subtraktion eine neutrale oder positive Zahl
in Richtung negativen Strahl verschieben wirde. In diesem Fall misste

genauso w e beim Dualistischen System der Ursprung nicht als Nullpunkt
ei ngef uhrt werden, nman kdnnte genauso gut den Ursprung nit 1 for alle drei
Zahl enst rahl en begi nnen.
Ein hoéheres System wire ebenfalls denkbar, als nachstes ein quartales
System En in dieser Wise aufgebautes quartales System ist mt der
Doppel achse der konpl exen Ebene nicht vergleichbar, weil dort grundséatzlich
i magi ndre und reell e Achse getrennt bl ei ben.
Fur die Neutralisation kann das Zeichen / verwendet werden. In Bezug auf
die Addition gibt es jetzt zwei Arten von inkonmpletten Zahlen, namich die
negativen und die neutralen, letztere sollen ebenfalls mt / bezeichnet
werden. /a ist also eine subtraktiv und additiv inkonmplette Zahl. Wrd die
neutrale Achse als AusgangsgroRe genomen, sind die positiven Zahlen
i nkompl ett, némich neutral und subtraktiv inkonplett. Es gibt dann auch
ei ne Qperation a/b=c. Zur Veranschaul i chung ei ni ge Bei spiel e:

+3-4=-1; -1-4=-5; -5+2=-3 ; -3/1=-2 ;

-2/3=/1; /1/2=/3 ; [3+4=+1 ; /3-4=-1 ;
Die so definierte triadische Mnoplikation kann auch mt hoéheren
Pli kati onen konbiniert werden, z.B. der Miltiplikation. In diesem Fall nuss
wi e bei Konbination nit der dualen Mpnoplikation der Wert der Matrix, das
hei Bt das Vorzei chen, festgelegt werden. Die Vorgehensweise entspricht dem
bei der Multiplikation.

11.) Dividus

Auf die gleiche Wise wie bei der Bildung der negativen Zahlen kann auch
eine inverse Operation beziglich der Miltiplikation gebildet werden. Hier-
bei wrd zunachst entsprechend bei der Bildung einer additiven Matrix
vorgegangen. Die Bildung der Mtrizen ergibt sich dann al so nach fol gendem
Schena:

2.2 = 2+2+(2-2)

2.1 = 2+(2-2)

2.Q =(2-2)
Danmit komm man noch nicht zu einer inversen Zahl als solcher, hierzu
werden wi eder wie bei der Addition die Operationen vertauscht, l|inks sind

die Operationen mt fortlaufender Numrer dargestellt, rechts nmt den
Ubli chen Zei chen fiar Multiplikation und D vision:

az2lb-=c .a.b=.c
b22a=c¢c .b.a=.c
c23a=»b .cra=.b
c24b=a .Cc:b=.a
a25c¢c=0D .a:c=b
b 26 c=a tb.c=ra

Anal og zur Addition gibt es w eder bei 23 und 24 eine neue Operation und
bei 25 und 26 eine neue hierzu inverse Operation, die wi ederum nmit Hlfe
zwei er Funktionszeichen wie in der zweiten Spalte dargestellt mt den
bekannten Zei chen erreicht werden kann. Im Fall 23 und 24 hei Rt der Operand
Di vidend, der Operator Divisor und die Operation Division. Das Ergebnis
nennt sich Quotient, wobei manchmal auch die unausgefihrte Operation
hi erunter verstanden wird. Wederum ist im Falle at+=c die Operation nur
ausf ihrbar, wenn das Ergebnis quasi unausgerechnet stehen gelassen wird. Im
Falle a#1l wird hierfir ein Kurzzeichen eingefihrt, das gleiche Zeichen we
fir die neue Operation 13 und 14, die so gewonnene Zahl nenne Dividus, in
Zei chen :a und entspricht einemnatirlichen Bruch.

Die so definierte inverse Zahl kann auf alle Zahl en ausgedehnt werden. Also
auch auf Q. Es ist also der Dividus :Q die inverse Zahl zu Q beziglich der
Mul tiplikation, genauso wie -Q die inverse Zahl zu +Q die inverse Zahl
beziglich der Addition ist.

Der Dividus ist im Kaufmanni schen auch als Reziprokzahl bekannt. |In der



Qperation der Division ist dies der Divisor. D eser unterscheidet sich im
Begriff nach der hier vertretenen Zahlentheorie jedoch dadurch, dass er
auch ohne Dividend vorkonmen kann. Diese Zahl endarstellung ist also nicht

abhangi g von der Benitzung einer eins als Dividend. Auch hier w eder das
Geiche wie bei dem Verhdaltnis von positiven und negativen Zahlen,

Mul tiplikatus wund Dividus sind gleichwertig, genauso w e santliche
Rechnungen nit negativen Zahlen als Ausgangsbasis gemacht werden kdnnen,

kénnen auch mt so definierten inversen Miltiplikationszahlen, den Dividi,

di ese als Ausgangsbasis betrachtet werden und der Miltiplikatus als die
Unkehrung. Das gilt auch fiar Qund : Q

Michte im normalen Rechenbetrieb allerdings die dbliche Gewohnheit

bei behal t en, dass positive Zahlen auch ohne Pluszeichen dargestellt werden
kénnen und Multiplikati ohne Punkt, die Operation aber inmer mt Punkt.

Auch gilt nicht notwendi gerweise, dass die Division eines Ausdrucks das
gl eiche Ergebnis zeitigt wi e bei Verwendung eines Dividus.

13.) Inversionen

Zunachst koénnen vor der Einfihrung einer inversen Operation additive
Ruckbi | dungen vorgenonmen werden. Die additive Rickbildung fuhrt auf
Dividi. Entsprechend der additiven |nversion

(2-1)+5 = 5+1
(1-1)+5 = 5+Q
(1-2)+5 = 5-1 &

ergibt sich fur die Multiplikation:
(2-1).5 = 1.5 = 5+5-5
(1-1).5= Q5 = 5-5
(1-2).5 = -1.5 = 5-5-5 &

Die multiplikative Rickbildung fuhrt auf eine neue inkonplette Zahl,
nam ich die Wirzel oder Radix:

(2-1)*5 = 5*1
(1-1)*5 = 5*Q
(1-2)*5 = 5*-1 &

Die inversen QOperationen entstehen w ederum durch Vertauschen. Hierzu ist
es zwecknalRig, die Operationen in der allgenei nen Bezei chnung darzustell en.
In der Einserplikation sieht das wie folgt aus, wobei fur eine beliebige
Zahl a und b gelten soll a 11 b =c

©) (2 (3)
a£b=c ++ +
bgazc ++ +
cl1l3a=»b +-
c 14 b=a +- -
als5c=0>D -+ -
b 16 c = a -+ -
In der Spalte (1) sind die verschi edenen Anordnungen dargestellt, in der

Spalte (2) eine nbgliche Darstellung mit den Ublichen Zeichen fir Addition
und Subtraktion, wobei sowohl der Operator als auch der Operand mt einer
Qperation versehen wird, in der Spalte (3) ist die hier verwendete
Rei henf ol ge zugrunde gelegt mt QOperand, Operation, Operator und Resultat.
Fur die Zweierplikation sieht die Anordnung wi e fol gt aus:

(1) 2 Q)

b
a
23 a
b
c
c
[
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N
N

c
c
b
a
b
a
I
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plikation si eh.t. die A.ﬁordnung SO aus:
2 3
c 'R *

c * *

Far di e
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c33a=»>b *: R
c 34 b=a L
a3bc=0>b R R
b3 c=a L L

Hi er bei bedeuten
* Pot enzi eren * Inverspotenzieren
R Radi zi eren R I'nversradi zi eren
L Logarithm eren L Inverslogarithmnieren

Da nach dem oben aufgefihrten definitionsgeniflen Bildungsweg a*:b # aRb
gilt, kann das Radi zi eren auf das Potenzi eren zuruckgefihrt werden. Man be-
achte, dass die gewdhnliche Darstellung des Radizierens mt dem
Wir zel zei chen invers dargestellt ist, was w ederum nicht zum Verstandnis
der Sache beitragt, weshalb das Wirzel zei chen besser verm eden wird.
Bei der Multiplikation war ei ne Unterschei dung zw schen

-(a.b) und (-a).b
ni cht notwendi g, anders bei den Operationen der Dreierplikation, z.B. ist -
(a*b) nicht stets dasselbe wie (-a)*b. Zur Unterscheidung soll deshalb
-(a*b) mt -a*b und (-a)*b mt a-*b dargestellt werden. a*(-b) st
entsprechend a*-b . Das gleiche gilt far die Division.

15.) Funkti onen
Ei ne Operation ist erklart als Linearisierung einer Matrix, in welcher der
perand die Zeile darstellt und der Operator die Spalte. Die Operation hat
feststehende Werte und die Linearisierung ist entsprechend relativ
ei ndeutig. Die Operation hat fol genden Aufbau:

af bjc
Dabei bedeuten a, b und ¢ eine Zahl, das kann sein eine Sunre der Urzahl
oder eine Konbizahl in irgend einer Darstellungsart. D e Zahl kann negativ,
reziprok, invers oder irgend eine andere inkonplette Zahl sein, dies wrd
durch ein Prafix angedeutet. Das Prafix kann sein ein Ubliches Vorzeichen
oder die Zeichen reziproke, inverse Zahlen usw. Da Null Kkeine Zahl ist,
kann di ese nicht vorkomen, sie ist ja nur Platzhalter. Umein Resultat von
a-a darstellen zu kénnen, wird zugel assen, dass 0 als Zeichen erlaubt ist,
wenn die Rechnung im dbrigen beendet ist. Um trotzdem nit einem Teil-
ausdruck, der Null wirde, rechnen zu kdénnen, ist bereits Q verwendet mt
der Bedeut ung Q# 1-1 . Herfur gilt nach der genannten Erlaubnis, dass
am Ende der Rechnung Q=0 gilt.

f ist Ausdruck der Operation. Ein Vorzeichen bedeutet, dass die gesante
Qperation ihrerseits inkonplett nach dem verwendeten Vorzei chen sein kann.
j zeigt die Verknipfung an, dies kann sein = Konsekution, # ldentitat oder
deren Negation (/= , /#). a heilBt der Operand, f die Qperation, b der
Qperator, | der Indikator des Resultats und c¢c ist das Resultat. Den
I ndi kator kann nman auch als Vorzeichen des Resultats auffassen. Eine
Qperation kann auch zusammengesetzt sein, z.B.
(afb) gc =d

Hi er kann g eine andere Operation sein, der Operand ist keine einfache Zahl
nmehr, sondern seinerseits eine Qperation. Fur solche operationale Zahlen
wer den GroRbuchst aben verwendet, fir (afb)#A gilt:

Af c=d
Auf a bezogen kann man im Falle (af)g ¢ = d auch annehnmen, dass eine
konbi ni erte Funktion F vorliegt und kénnte schreiben

aFc=4d

Man kann nun den Operand nicht nmt einer bestimten Zahl bel egen, sondern
of fen |l assen, man spricht von der Verwendung einer Variablen. Entsprechend
wi rd das Linearprodukt variabel. Besti mte, aber beliebige Zahlen sind
bi sher mt a,b,c bezeichnet, Variable sollen mt x,y,z bezeichnet werden.
Ei ne Operation unter Verwendung einer Variablen als Operand soll Funktion
hei Ben. Hierbei wrd das Resultat neistens ebenfalls eine abhangige
Variable und wird deshalb als solche dargestellt. Bezeichne bei den
Funktionen den Operanden als Argument, die Operation als Funktion, den



Qperator als Basis, das Resultat als Dependenz, weil es die abhéngige Vari -
able ist. Der Indikator ist nur die Konsekution.

Basi s, Funktion und Argurment koénnen auch zusammengesetzt sein, w ederum aus
Unterfunktionen, in solchen Fallen werden sie durch Klamrern eingefasst
oder synbolisch mt G oBbuchstaben bezeichnet. 1In der traditionellen
Darstellung der Funktionen erscheinen manchmal Basis und Argunent ver-
tauscht, weil zwi schen Funktion und deren Urkehrung nicht konsequent
unterschieden wird. Diese Darstellung soll auch hier verwendet werden,
obwohl z.B. die Schreibweise x*e=y der gewohnten e*x=y fur die
Exponenti al funkti on vorzuziehen wire, die Zusammenhdnge der verwandten
Funktionen mit verschi edenen Vorzei chen ware |eichter erkennbar.

Eine weitere Ungereintheit liegt in der Ublichen Darstellung der
Rei henfol ge. Di e Konsekution wurde bisher von links nach rechts definiert,
d.h. wenn a f b =c ist, gilt nicht unbedi ngt c =af b . De Funktionen

werden aber Ublicherweise oft in dieser Wise aus schreibtechnischen
Grinden dargestellt. Die Linearisierung eines Ausdrucks a f b wurde bisher

von links nach rechts definiert, die Abarbeitung eines konbinierten
Ausdrucks a f b g h ¢ = d wird als Al gorithnus bezeichnet, der grund-

satzlich in dieser Richtung zu linearisieren ist. D e Abweichung hiervon
ist nur zulassig, wenn die ldentitéat des Ausdrucks nicht veréandert wird.

Fur die nicht kommutativen Operationen |euchtet das unmttelbar ein. Im
Fal| der Platzierung der Dependenz |inks von der Indikation ist also diese
von rechts nach |inks aufzufassen, im dbrigen |&auft aber der Algorithnus
von |inks nach rechts. Zur Illustration ein einfaches Beispiel aus der

ubli chen @ eichungsl ehre, bei der kein gleiches Ergebnis erzielt wird bei

Ni cht beacht ung der Rei henf ol ge:

3*2 =9 ergibt radiziert ||*:2
(3*2)*:2 = 9*:2
3*(2: 2) = +-3
3*1 =
+3 = +-3
Dagegen fuhrt die Beachtung der Rei henfol ge zu
(9)*:2 = 9*:2
+ 3 = +-3 einem gl ei chen Ergebnis.
Allgenein folgt aus afb = ¢ und dfb = ¢ nicht in jedemFall a =d , und

danmit ist der Al gorithmus und die Richtung der Konsekution zu beachten.
Ubl i cherwei se behilft man sich mt der Feststellung, dass eine nehrdeutige
Funktion vorliegt und setzt sozusagen eine Deutung als gleichwertig voraus,
z.B. Hauptwert des Logarithmus mt konpl exen Zahl en.

Di e Funktion kann man grafisch als Abbild auffassen und hierzu die oben
besti nmt en Zahl enkdrper zur Darstellung verwenden, eine Funktion mt zwei
Variablen ergibt dann in einem zweidinensionalen Raum eine Kurve. Jede
Kurve hat eine Zentrale, die auf der Abszisse oder Odinate verschoben
wer den kann durch Erweiterung der entsprechenden Variablen durch ein
Additiv oder ein Subtraktiv. Solch eine in der Lage veréanderte Kurve kann
durch Vari abl ensubstitution leicht in eine originare Kurve zurickgefuhrt
wer den, so dass sie in der Systemati k hier m t Ausnahne  der
Exponenti al kurve uni nteressant ist.

Der Unterschied zwi schen einer beliebigen Zahl a und einer Variablen x
liegt in der Bestimmung des Funktionsgliedes wund parallel dazu der
Betrachtung bzw. der Darstellung im grafischen Bild der Dependenz. Es ist
oft mbglich, nach den Regeln der d eichungssystene eine oben erléauterte
geschl ossene Funktion aufzuspalten in so viele Funktionen, w e Variable

vor handen si nd, di ese al s Dependenzen ei ner wei teren Vari abl en
dar zust el | en, ei nem sogenannten Paraneter. Al so z.B. fir

xf b=y fol gt

t gb=x

t hb=y

16.) Rei hen



Un an der Stelle 1-1 Operationen durchfihren zu kénnen, wurde Q ei ngefihrt
far Q#1-1 . Der Reziprokwert von Q ist nach den bisherigen Regeln :Q . Es
ergeben sich danit die bisher definierten Operationen, z.B. Q Q1 oder
a*Q=1 (namich a*l.a*-1 # a:a ), QQ=Q Q . Dabei kann Q aufgel 6st werden in
den Definitionswert 1-1, wenn di e Rechnung beendet ist, dann kann auch nach
der Regel N-N=0O die Rechnung vereinfacht werden. Voraussetzung ist al-
| erdi ngs, dass keine Qperation entsteht, bei der ein Gied null wirde, eine
sol che Qperation widre nicht definiert. Das gilt auch fir kombinierte Funk-
tionen.

Aus der Unkehreigenschaft von Q und :Q l&sst sich folgern, wenn Q die
kl einste definierte Zahl ist, muss :Q die gréBte sein. Dabei komm es auf
die Vorstellung oder den Vergleich nit anschaulichen Objekten nicht an,
denn genauso wenig wie man sich das Nichts vorstellen, kann man das
Unendliche erfassen. Es reicht, sich danmt zu begnugen, dass :Q das
Gegenteil von Q ist. Genauso wie nman anstelle von positiven nit negativen
Zahl en normal rechnen kann, ist es nbglich, nmit einem System nit dem Zent-
rum :Q zu rechnen, anstatt mt Q Da Q zwei Seiten hat, namich +Q und -Q
hat dies auch :Q gegenuber +Q liegt +:Q gegenuber -Q liegt -:Q Chne
Vorzeichen ist +Q geneint. :Q ist eine Pringahl, sie ist nur durch sich
selbst teilbar (:Q:(:Q =:QQ=1.

Bei Operationen mt einem Dividus kann dieser selbst entweder additiv

konbiniert sein oder als Sonderfall :Q sein. Der allgeneine Ausdruck mt
Operationen bis zur Biplikation ist
A (B+O

Im folgenden wrd dieser Ausdruck in der dblichen Miltiplikation
untersucht. Der Ausdruck kann ungefornt werden zu
D. (1:(1+b)) wobei der Faktor D wuninteressant ist. Bei
ei ner Funktion ergibt er eine starkeres Ansteigen der Kurve, an der Form
andert sich aber nichts. Der Ausdruck 1:(1+b) kann nun linearisiert werden
wie definiert, das heif3t die Matrix wird zeil enwei se zu Additiven ausei nan-
der genonmen, wobei statt der Urzahl 1 Dividi als Bezugszahl en erscheinen.
Das fuhrt auf das UUbliche Divisionsverfahren nmt den folgenden zZu
wi eder hol enden Schritten:
(1) Rat en der nachst kleineren Miultiplikation mt dem ersten Sunmand des
Di vi sors zum Di vi dend des Ausdrucks al s Produkt
(2) Mul tiplikation des gesanten Divisors
(3) Subt rakti on di eses Produkts vom Di vi denden
(4) Mt der Differenz, in diesem Falle auch Rest bezeichnet, wird von 1)
ver f ahr en.

Das ergibt eine Reihe, das ist eine nach gleicher Gesetznilligkeit sich
andernde fortl auf ende Sunme:

1: (1+b) =

1- b+ b*2 - b*3 & - b*n-1, + b*n:(1l+b)

oder
(1) 1*Q - b*1l + b*2 & + R
Das Zeichen "&" bedeutet "und so weiter". Das letzte Jied ist der Rest,

der mt R bezeichnet wird und darf nur weggel assen werden, wenn die Re-
chengenaui gkeit ihn nicht erfordert.

Unter der Voraussetzung, dass in einer Sume die dieder vertauscht werden
kénnen, kann der Ausdruck auch 1:(b+1l) gerechnet werden, es ergibt sich
dann

(rr)y :b*1 - :b*2 + b*3 - b*4 & b*m - :b*m (b+l)

n und m werden zur Nunmerierung benttzt, n ist hier gerade, m ungerade.

Die Zahl b kann groRBer oder kleiner als eins, positiv oder negativ sein. Da
der Rest keine Vereinfachung darstellt, ist die Reihe | oder |l nur
brauchbar, wenn der Rest fir die weitere Rechnung nicht stért, also zu null
entw ckelt werden kann oder im Verhaltnis zur bendtigten Rechengenaui gkeit
unbedeutend klein wird. Dazu wird die Reihe auf :Q dieder entw ckelt und
das Restglied betrachtet. Dies ergibt

I b*: Q : (1+b)

Il tb*:Q : (1+b)



Im Falle b groRBer als eins ist, kann Reihe Il benitzt werde, im Falle
kl einer eins die Reihe |I. Beide Reihen fihren fir b#l1 zum sel ben Ergebnis:

1-1+1-1+1-1 & Rn 1:2 oder

1-1+1-1+1-1+1 & Rm-1:2
Dabei ist Rn der Rest bei geradzahligen diedern, Rm bei ungeradzahligen.
I nteressant ware nun zu w ssen, welches Vorzeichen R bei :Q diedern hat.
Dazu misste bekannt sein, ob :Q eine gerade Zahl oder nicht ist. :Qist ein
Di vi dus einer subtraktiven Packung und damit in dblicher Bezeichnung eine
rationale Zahl die sich in einem beliebigen Zahl ensystem darstellen |a&asst,
z. B.

1: 5 = 20: 100
Dabei tauchen einmal gerade und einnmal ungerade Zahlen auf, so dass sich
die Frage nicht bestimren |asst, sondern vom verwendeten Zahl ensystem ab-
hangt. Fir b#-1 lassen sich die Reihen nicht rechnen, hier nuss der
Ausdruck mt Q gerechnet werden und 1 : (Q wird :Q , also eine
I dentitat.

Un die Summe von Reihen Ubersichtlich darstellen zu konnen, w rd
ent sprechend der iblichen Darstellung hier eine |lineare Form benit zt:

Ft Zt;alb
Hi erbei bedeuten F der Summand, Z die Kennzeichnung als Summe, t der zu
ver ander nde Paraneter, a der erste Wrt des Paraneters fir das erste died
nach dem Trennzeichen, / b der letzte Wert des Paraneters fiur das letzte
Gied. De Reihe | |asst sich damt so darstellen:

-b*t Zt;Q:Q

18.) Binone

Wenn Ausdricke der Form A (at+b)*n vorkomren, ist es zwecknalig, diese nach
der binom schen Fornel von Newton zu entw ckeln. Interessant ist hier we-
der die Sonderform (1+b)*n, und zwar insbesondere fir den Fall b# n, in dem
also ein Dividus vorliegt. Auf die binom sche Fornel kann auch hier voll
zur ickgegri ffen werden, genauso wi e auf die Hilfsfunktion der Fakultéat. Zur
verei nfachten Darstellung wird di ese Funktion hier nach dem Schema Operand,
Qperation, Operator erweitert nach fol gendem Mddus: der Operand bezei chnet
m im dblichen Sinne, der Operator die Anzahl der letzten Gieder. Es ist
also nmn in hiesiger Schrei bweise gleich m:(mn)! in dblicher
Schrei bwei se. Abgekirzt sei mim# !'m

I m obi gen Ausdruck kann als Extremmert auch Q oder :Q vorkommen. Diese Zahl
ist uns bereits begegnet, einige Fol gerungen aus dem Gebrauch dieser Zahl
si nd noch anzuf iigen, um di e Anwendung vol |l nutzen zu kdnnen.

Q =1-1 >0
QQ = Q(Q = Q:9Q =
:Q-N = (1-NQ:Q = (1-N-N):Q =
(:@N.Q =:QQNQ = 1-N-N =
'Q =1(Q1).Q =:QQ =
-1 =1(-1-1).-1 =-:Q-1 =:Q
QN = NN >0

Das oben genannte Binom findet sich in der auch als Zinseszinsrechnung
bekannten Wachstunsfornel | mit a als Ausgangsbestand, b als Zuwachsrate
und ¢ al s Periode w eder:

I #( a+bic)*c
Es wird nun mt Standartwerten a#l und b#l1 ein Binom |l mt :Q Perioden und
korrespondi erend dazu einer Zuwachsrate von Q gebildet, das mt e bezeich-
net wird (Eul er' sche Zahl):

I #( 1 +Q)* :Q # e
Nach dem bi noni schen Lehrsatz ergi bt sich

e =R, (D] Z21:Q:Q

es ist

Qt).(Qt)= (:Q.(:Q1).(:Q2). &.(:Qt)

(Q.(Q).(Q ). &.( Q)



Es gilt (:Q@N.Q= 1, daher ist

e = [:('t)] Z2t;Q@:Q
Die Interpretation dieses Wrtes ergibt fidr die Zi nseszinsrechnung ein
Kapital von e aus einem Anfangskapital von 1 nach der Einheitszeit (dem
Intervall) bei kontinuierlicher Zi nsesverzinsung, oder beim unterstellten
kontinui erlichen Wachstum einer Pflanze ergibt sich eine Endl dnge nach der
Ei nheitszeit aus ei ner Anfangslange von 1. Weder in der soziol ogi schen noch
in der physikalischen Welt entspricht dies der Wrklichkeit, so dass eine
sol che kontinuierliche nathematische Betrachtung nur Mdellcharakter hat.
Mochte dies trotzdem als brauchbares Modell benutzen und hieraus den
Begriff der Stetigkeit ableiten. Wenn in einem gegebene Intervall sich :Q
Tei l ungen machen | assen wodurch Abschnitte von Q entstehen, soll das Inter-
vall stetig sein. Auch hier dienen die Erklé&arungen nur der Vorstellung,
mat henati sch fir die Definition entscheidend ist die Beziehung von Q zu : Q
al s aquival ente Menge FQ4: Q.

19.) Differenzial quoti ent

Wer nit dem Fahrrad einen Berg hinaufféhrt, weif3, was Steigung ist. Wr
W ssen es bei unserer Betrachtungswei se noch nicht und niissen zunachst eine
Definition geben. Hi erbei gehe vom Fahrradbeispiel aus und stelle fest,

dass die zwei Achsen der Rader eine Gerade ergeben, welche eine desto
hohere Kraftanstrengung bei aufwirts geneigter Gerade erfordert, je nehr
diese Cerade von der Horizontalen abweicht. Da ein Fahrrad zwei
hi nterei nander |iegende Rader hat, liegt eine Strecke zw schen beiden

Ber ihrungspunkten der R&ader vor, welche dadurch optinmal an einen krumren
StraRenverl auf angepasst werden kann, indem die beiden Achsen der R&ader in
ei ne Achse uberfihrt werden, also ein doppeltes Einrad benutzt wird. Die
Steigung lasst sich nun so definieren, dass im Punkt A mt dem
Ber ihrungspunkt di eser Doppel achse der Wnkel zw schen der Senkrechten,
nam ich der Schwerpunktslinie, und der Normalen im Punkt A zugrunde gel egt
wird (siehe Bild 19A). Dieses Verhaltnis kann als Quotient eines
rechtw nkligen Dreiecks nit den Katheten T und S durch das Verhédltnis T zu
S ausgedriuckt werden. Bei dieser Definition ist die konkrete Lange von S
bei uns Q da beide Achsen im Punkt A |liegen sollen.

Aus dieser Definition folgt, dass die Steigung Null ist, wenn die Nornale
mt der Senkrechten zusammenfallt, sie ist gleich 1, wenn S und T gleiche
Gr6RBe haben, sie ist im ungangssprachlichen Sinne wunendlich, wenn die
Normal e i mrechten W nkel auf der Senkrechten steht. T wird in Richtung vom
Ursprung genessen, damt wird die Steigung negativ, wenn die Normale sich
nach |inks neigt, physikalisch gesehen ein Geféalle vorliegt.

Interessant ware nun die Mglichkeit, aus der Funktion der Strale die
Steigung in irgendei nem Punkte A rechnerisch abzul eiten. Der Stralenverl auf
sol|l als parabolische Funktion im oben definierten Sinne darstellbar sein.
Hierzu wird das Steigungsdreieck in ein w e oben beschriebenes orthogonal es
Bezugssystem Ubertragen (siehe Bild 19B). Die Schwerpunktlinie sei parallel
zur Ordinate. Die Normale im Punkt A ist jedoch noch nicht bekannt.
Betrachte daher zundchst die Steigung fir ein gewdhnliches Fahrrad.
Auf grund der Anhnlichkeit von Dreiecken ergibt sich fol gende Beziehung fir
T:S , wbei a und b die FuBpunkte der Lote der zunachst auseinan-
derli egenden Achsen des Fahrrads auf der Abszi sse darstellen:

(fa-fb):(a-b)
Di ese Beziehung gilt imrer fir a/=b. Das gewonnene Ergebnis probiere gleich
ei nmal aus bei einer Funktion des Stralenverlaufs in der Formy=x :

(a-b): (a-b) =1

und far eine Funktion y=x*3 :

(a*3-b*3): (a-b)

= a*2 + ab + b*2

Nun gi bt aber bei a/=b der Punkt B nur dann eine zur Normalen im Punkt A
gehori ge Tangente des Strallenverlaufs, wenn der StrafRenverlauf |inear ist.
Fur einen parabolischen StraRenverlauf erreicht nman das, wenn man genal
obiger Definition a=b setzt. Aus der Beziehung N-N=N.Q und Division mt N



folgt die Identitat a-b#Q sodass wir Q einsetzen dirfen. Das
charakteristische Steigungs-Dreieck hat nun eine Kathetenseite von Q Es
ergi bt sich danmit der als Differenzial quotient bekannte Ausdruck fur YD als
St ei gung:
YD= (fx+Q - fx) : (x+Q -x) oder gekirzt
= (fx+Q - fx) :Q
Fur die Funktion y=x*2 ergibt sich damt folgender Wert:
YD= ((x+Q*2 - x*2):Q
= (x*2 + 2.x.Q+ @2 -x*2):Q
=2.x.QQ+QQQ =2.x +Q = 2.X
Al l genein kann die Funktion y=x*n mit Hilfe des binom schen Lehrsatzes nach
der Darstellung der Entw cklung der Binone dargestellt werden, so dass sich
di e bekannte Fornel fir die Ableitung der parabolischen Funktionen ergibt:
YD= n . x*n-1,
Fir unsere Betrachtungen ist auch interessant die Ableitung einer additiven
Funktion der Gestalt
f gx + hx
fD = ((gx+Q + hx+Q) - (gx + hx)):Q
(gx+Q - gx):Q + (hx+Q - hx):Q

di e Regel von der gliedweisen Differenziation.

Der Differenzialquotient kann nach Leibniz fur yDx mt dy:dx dargestellt
werden und ist in diesem Sinne in unserem System ein echter Quotient. Als
sol cher | asst er sich nach all geneinen Regeln zu xDy undrehen

dx:dy = :(fx+Q - fx) . Q
fiar die Funktion y=x*:2 ergi bt sich beispiel swise das fol gende: vertausche
X mt y und setze x=y*2

dy:dx = : ((y+Q*2 -y*2) . Q
=Q: (2.y.Q+ Q2)
=Q: (Q2.x*:2 +Q@2) Rei hendi vi si on ergi bt
=:2 :x*:2 -RQA
yD =:2 :1x*:2
Ander e Mgl ichkeiten zei gen fol gende Beispiele
y = elLx ; X = e*y
dx: dy = ery
dy: dx = .e*y = X
oder
y = arccx ; X = cosy
dx: dy = siny ; dy:dx = :siny
es gilt 1 = (siny)*2 + (cosy)*2
si ny = (1-(cosy)*2)*:2
dy: dx = :(1- X *2)*:2 Weiter gilt
dy: dx = si nar ccx al so
si nar ccx = (1- x*2)*:2 Unkehrfunktion ist
ar ccx = arcs (1-x*2)*:2

Vor ausset zung fur di esen sogenannten Kal kil, né&mich die Rechenbarkeit der
Steigung in einem bestimten Punkt A, ist lediglich, dass die Ausgangs-
funktion stetig im beschriebenen Sinne ist, d.h. fQQ rechenbar ist. Wnn

a-b groRer als Q ist, liegt der Punkt B nicht nehr auf der Tangente im
Punkt A, nman erhdlt die Durchschnittssteigung im Intervall |a/b|, der

Differential quotient ergi bt dann den sogenannten Mttel wertsatz.

Die dieder des Di fferenzial quotienten heifRRen Differenziale. Bei m
Differenzial dx ist zu beachten, dass dieses nicht gleich Q ist, sondern
zunachst | x+Q — x| , so dass beim Rechnen mt den Differenzialen, die in
unserem Sinne als reine Abklrzungen zu verstehen sind, nicht in jedem Fall

dx#Q gil t.

Fur die Darstellung dieses Kalkils nit nehreren Variablen ist ein
al | genmei nes Synbol zwecknméfBlig, nbchte das bei anderen Algorithmen auch
verwenden: | |D. Nachdem die Ableitung nach x oder y genacht werden kann,
bei nmehrdi nensi onal en Funktionen auch nach anderen G 6Ren, ist der Ableiter
anzugeben, er wird einfach dahinter gesetzt, z.B. ist

dy: dx # y Dx dar aus fol gt



dx: dy
xDy#E

x Dy und aus
yDx#: E

20.) e-Funktion
Ausgehend von der Eul er'schen Zahl e=(1+Q*:Q wird ei ne Exponenti al funktion
durch Potenzi eren gebil det
(e)*x = ((1+Q*: Q *x
e *x = (1+Q*(: Qx)
Di e Entwi cklung dieser Funktion in eine Reihe ergibt sich fol gender naRen:
Ausgehend von e = :(t!t) Z t;Q:Q wird eine Exponential funktion e*x durch
vol | st andi ge I nduktion gebildet. Es ist a*l=a, weiter ist a*1l+l,=a*2, also
e*r2 = ( :(tlt)yzt;Q:Q)*2 .
Das ergi bt eine quadratische Matrix mt komrutativen G iedern der Form
QR A @ & Q:Q
10 11 @ & 1(:Q
&

QA R & Q09
Diese wird trapezfdorm g verschoben, indem die folgende Zeile mt jeweils
der nachsten Spalte beginnt

QR A @ & Qq:Q

1Q 11 & 1(: Q1) 1(: Q
20 & 2(: Q2 2(: Q1) 2(:Q

Die Spalten bis :Q werden nun unter Erweiterung der zw schen dem ersten
und letzten Wert einer Spalte |liegenden dieder aufaddiert, die Additionen,
die nach der :Q -ten Spalte folgenden dieder n(:@m=0 sind , werden dann
weggel assen.
Es ergi bt sich

e*2 # 2*Q:(QQ+ 2*1 :(111)+ 2*2 :(2!12) &

= |2*t (t!'t)|] Z2t;Q:Q

Das Verfahren kann beliebig fortgesetzt und fur alle Zahlengattungen
ausgef ihrt werden, es ist somt

e*x # | x*t :(t!t)| Z2t;Q:Q oder

e*x =1 + x + :2.x*2 + :6.x*3 &
Leicht erkennbar ist, dass jedes died durch D fferenziation das
vor hergehende ergibt. Es ist damt

e*xDx = e*x

Jede Operation hat eine ldentitéatsachse, das ist diejenige Zahl als
Qperand, die fir eine Qperation nmt einem variablen Qperator zum gl eichen
Resul t at fahrt. Die Differenziation st eine spezielle operative
Konbi nati on von Subtraktion und Division. Speziell deshalb, weil sie nur
auf der ldentitéatsachse der Addition ablauft. Die e-Funktion ist nun die
I dentitatsachse der Differenziation.

21.) Integral
Fur viele geonetrische und techni sche Fragen ist eine Flache zu bestimen.
Jeder wei 3, was eine Fl&che ist, aber mathemati sch wi ssen wir das nicht und
nissen deshalb erst eine Definition geben. Genau wie beim D fferenzieren
wi rd zunachst nur der Einheitsfall untersucht. Die Flache ist eine geonet-
ri sche GroRBe, deshalb gehe von der graphi schen Darstellung aus. Hierzu wrd
zunachst die durch die Funktion y=x*Q gegebene Gerade betrachtet. Eine
Fl &che dieser Funktion bis zum Punkt A soll nun das Produkt aus dem Wert
des Punktes A auf der Abszisse nit dem Wert der Funktion im Punkt A sein
(siehe Bild 21A).
Wrd der Wert des Punktes A als Variable aufgefasst, kann eine Funktion F
far die so definierte Flache der Funktion y gesucht werden. Aus der oben-
genannten Definition ergibt sich diese Funktion unmittel bar als F=x .
Aus di eser wechsel seitigen Beziehung ergibt sich fiur das Fl&achenstick im
Intervall fol gende Bezi ehung:

f.(a-b) = (Fx+a-b, - Fx) (Bild 21B).

Die Funktion Fx wird als Stammfunktion bezeichnet und zeigt also bei dieser
Formel die Fl achenanderung der Funktion f an. Dabei gilt wie beim D ffe-



renzi eren, dass di e Ausgangsfunktion parabolisch vorliegen nuss, das heif3t,
die Variable x muss in einer parabolischen Form in der Funktion enthalten
sein, z.B. ist y=1 unzul &ssig, y=x*Q ist mbglich.

Untersuche nun die Flachenzuwachsfunktion der Funktion y=x*1 , welche
i hrerseits die Flachenzuwachsfunktion der Funktion y=x*Q ist. D e Ausgangs-
funktion wird wi eder al s f bezei chnet und die gesuchte
Fl &chenzuwachsf unkti on mt F. Wahr end im ersten Fal | die
Fl &chenzuwachsfunkti on additiv war, ergibt sich nun fir die neue gesuchte
Funktion ein additiver Verlauf. Das heil3t, eine additive Zunahne des
Argunents x fidhrt zu einer FlachenvergréBerung. Die Flachenvergréerung
eines Intervalls von der Funktion f berechnet ist nicht additiv. Dies |&sst
sich leicht zeigen durch algebraische Ausrechnung von zwei getrennten
Fl a&chenst icken nit der oben gefundenen Bezi ehung, der Wert der Flache der
Funktion f im lIntervall zuziglich der Flache imintervall stimt nicht mt
der Fl ache des Intervalls Uberein. Der Zuwachs des Intervalls stinmmt nur,
wenn b=a ist, bzw. das Intervall Qist.
Es ergi bt sich demach fol gende Bezi ehung:

fx.Q= (FX+Q - ) (Bild 210
Durch Unformung ergi bt sich

f x = (Fx+Q - FX) : Q
Das ist der bereits bekannte Differenzial quotient. Durch andere Unfornung
ergi bt sich

Fx = Fx+Q - fx.Q
Da fx.Q das Flacheninkrenent ist, bedeutet eine |ineare Zunahne des

Arguments der Fl &chenzuwachsfunktion F ebenfalls diese Flache, dann nuss
die Funktion Fx die gesanmten Zuwdchse vom Zentrum der Funktion bis zur
Stelle x darstellen. Zentrum unserer Funktionen ist Q so dass Fx die
Fl &che des Intervalls unter der Ableitungsfunktion fx darstellt.
Ausrechnen durch inverses Probieren mt dem Differenzial quotienten ergibt
far die jeweiligen Flachenfunktionen beginnend mt der Funktion y=x*Q
f ol gende Rei he:

X*1; :12.x*2; :6.x*3 &
Die Sumre dieser Funktionen wunter Zufigung von 1 ergibt die bereits
gefundene Funktion e*x . Die graphische Interpretati on bedeutet, dass die
um 1 vermnderte Funktion e*x ihre eigene Flache anzeigt. Mt unseren
Begriffen wird das Zentrum der Funktion e*x von y#1 nach Q verschoben. Die
Interpretation dieser Funktion unter dem Gesichtspunkt der Integration
ergi bt also, dass e*x -1 diejenige Funktion ist, welche an der Stelle x die
Sunme  santlicher Fl a&chen der Fl a&chenfunkti onen ausgehend von der
Fl &chenfunktion y=x*Q anzeigt. Diese letzteren sind alle weder
par abolisch. Jedes Gied der Funktion e*x ist einzeln integrierbar und
fahrt zum folgenden died. Die Funktion e*x -1 zeigt also die Flache der
Funktion e*x fir jede Stelle x an, und zwar genessen von dem Zentrum der
Funkti on.

Nach  der hi er ver wendet en Definition der Integration hat j ede
Integral funktion ihr Zentrumim Ursprung, graphisch hei3t das, sie hat eine
Nul I stelle im Ursprung und steigt dann, wenn die Flache positiv ist, oder
si nkt bei negativer Flache. Beispielsweise zeigt der linke Ast der Funktion
e*x -1 das negative Wachsen der Funktion e*x im zweiten Quadranten an, die
Fl &chenfunktion sinkt imer weiter auf die Asynptote y=-1 (Bild 21D). Diese
Fl a&chenfunktion ist ihrerseits eine Summe bzw. Differenz von parabolischen

Funkti onen, die Sumen koénnen als Teilsumen E° , E , E' und B
dargestellt werden. Das hei3t, die Flache in einembestimten Intervall ist
in diesem Fall eine Sunme von Fl achen von der Anzahl :Q.

Die Integral funktion ist nur ausgehend von den parabolischen Funktionen
entwi ckelt, so dass fur andere Funktionen eine Entwicklung in eine
par abol i sche  Funkti on, im allgeneinen in einen Binon nal ausdruck,
erforderlich ist. Mt Hlfe der Funktion e*x kann jede Potenzfunktion Uber
ei ne Substitution dargestellt werden.

Zur Bezeichnung des Integrierens bedienen wir uns wie beim Differenzieren



ent sprechender Zeichen, es ist ySx das Integral der Funktion y nach x und
es gilt ySx # dy.dx . Wenn nichts angegeben ist, wrd nachstehend nach x
integriert.

We sieht es nun mt den inversen Funktionen aus? Fiur das Radizieren | asst
sich der Differenzialquotient w e gezeigt anwenden, ergibt also keine
Schwi erigkeit. Fur die inverse Funktion des Logarithnierens ist dies nicht
nmiglich. Es wire daran zu denken, eine Transpositionsregel fir die Spiege-
lung an der Achse y=x anzuwenden, eine solche ist aber aus den bisher
gefundenen Operationen nicht nmdglich. A's Ausweg bietet sich eine
graphi sche Integration an, hier wrd unter Zuhilfenahme der Anschauung
ausgehend von der graphischen Gestalt der zu untersuchenden Funktion und
der inversen integrierbaren bekannten Funktion die Flache ermttelt. Dabei
werden die Kongruenzsatze aus der Geonetrie verwendet, die hier nicht
weiter abgeleitet und als bekannt vorausgesetzt werden. Die so gewonnen
Fl a&chenfunkti onen sind fir Anwendungszwecke brauchbar, eine innere Logik im
mat hemati schen System ist damit jedoch nicht begrindet. Das Verfahren soll
an zwei Beispielen gezeigt werden, zundchst ist gesucht die Fl&ache unter
der Funktion elLx im Intervall |1/x|(siehe Bild 21E). Diese zeigt das
gesucht Fl achenstick sow e das korrespondi erende der Funktion e*x , welche
das Spiegelbild um die Achse y=x darstellt. Fir die Flache |elLx|F;1/x
gilt demmach:

X.elLx - d]|e*(elLx)]|.delLx

X.eLx - elLx|'+"+3+°-1] si ehe [45]

x.eLx - (e*(eLx) - 1)

X.eLx - (x-1)

Das Ergebnis ist also ein Rechteck abzuglich der Fl a&che von der Funktion x-
1 . Entsprechend dem Lésungsansatz gilt diese Fornmel nur fir den Bereich
von |1/ x| , fir den Bereich von | @ 1] nisste entsprechend verfahren werden.

Gesucht ist die Flache unter der Funktion arccx im Bereich von |Q 1] (Bild
21F). Fir die Flache F wird hierzu das kleine schraffierte Kurvendreieck
ermttelt und das Rechteck unter diesem hinzugezéhlt. Es gilt demmach far
die Fl &che |arccx|F, Q1 :

= x.arccx + |cosp|S - |cos(arccx)|S
Nach Substitution von arccx mt v :

= Xx.arccx + |cosp|S - |cosv|Sv

= X.arccx + 1 - sinv

= X.arccx + 1 - sin(arccx)

Die herrschende Herleitung der Fl a&chenfunktion geht aus von dem
unbestimten Integral, das nit Integrationskonstante dargestellt wird.
Di ese Theorie hat zwei Schoénheitsfehler, der eine besteht darin, dass
d E¥x|.dx = E°x postuliert werden muss, wofir es keine |ogische Begrindung
gibt. Die zu findende Begrindung ist lediglich ein Gesichtspunkt der Ste-
tigkeit der Rechenregeln, nan kénnte auch sagen, weil es sonst nicht
richtig herauskommt, genauso wie die herrschende Theorie mt dem Argunent

der Stetigkeit A*O = 1 und 0! = 1 erkléart. Fur letztere ergibt sich nach
dem hi esi gen Konzept zwangl os di eser Wert, fir das genannte Integral jedoch
ein ander er, nanm i ch d| B3 x| . dx = E°x-1. Die sonst ver wendet e

I ntegrationskonstante ist bei unserer Betrachtung lediglich eine horizon-
tale Verschiebung wund hat kein theoretisches Interesse. Die dabei
auftretende verflixte 1 erlaubt andererseits eine direkte Deutung des
I nt egral produktes al s Fl &chenfunkti on.

Herin liegt der zweite Schoénheitsfehler der herrschenden Theorie, welche
die Flache als Sumre eines unendlichen Produktes definiert, abgesehen da-
von, dass eine algorithm sche Entwi cklung eines solchen Produktes in das
I nt egral produkt nicht nmbglich ist. Zunachst taucht dort das unbestimte
Integral auf, welches die Flachenfunktion selbst nicht ist, sondern erst
das bestimte Integral. Dies sind zwei vollig verschi edene Funktionen, was
eben an der vorher genannten verflixten 1 wund daran liegt, dass die
hori zont al e Verschi ebung nicht getrennt behandelt wird.

Das hier vertretene Konzept fuhrt deshalb nicht zu einer identischen Urkehr
von Differenziation und Integration. Es ist ja auch schon festgestellt,



dass die Funktion e*x die ldentitatsachse der Differenzialrechnung ist,
eine ldentitatsachse fur die Integrationsrechnung |asst sich auf diese
Wei se jedoch nicht finden. Das gilt udbrigens auch fiar die herrschende
Theorie der Flache als bestinmtes Integral, weshalb auch hier von einer
echten Unkehrung ni cht gesprochen werden kann

22.) Transzendente
Di e Zusammenhange der trigononetrischen und exponentiellen Funktionen
| assen sich wie folgt darstell en. Ausgehend von der Exponenti al funktion
Ex # e*x = | x*t :(t!t)] Z2t;Q:Q
werden vier Teil summen durch Spal tung gebil det

E°x # x*Q!Q+ x*4:14 + & [01]
Ex # x*1:!1 + x*5:15 + & [02]
E'x # x*2:12 + x*6:16 + & [ 03]
E3x # x*3:13 + x*7:17 + & [ 04]

( siehe Bild 22). Jede Teilsumme besitzt :Q4 dieder, die Teilsumren
kénnen deshalb eindeutig aufeinander abgebildet und zu regel naRi gen
qgquadrati schen Matrizen angeordnet werden, so dass Sunmenbildung und
Pr odukt bi | dung unbeschr ankt ndglich ist.

Ver ei nfacht geschrieben ist E°x=° usw., E°(a.x)=°a usw., sonst
E° (a+b) =°a+b.
Es folgt aus [01-04] unmttel bar

e*x = +° +' +" +3 [05]

e*xa = +%°a +'a +"a +3a [ 06]
°o_ = 4o° : o= : "= 4" : 3. = -3 [07]
=+ =0t =2 3 = -8 [08]

1; 'Q Q . "Q Q ; 3Q Q [09]
Es folgt mit [07] [08] und A*-B # : A*B z.B.

e*-Xx, =+° - ' +" -3 = le*x [11]
e*i x =+ ° 4" - " -3 [12]
Derix =+ ° -i" - " 43 [13]
-ise*ix =-i° - ' 4" +3 [ 14]
Es gilt C-A+B,= CA . C'B [15]
daher auch
e*ia+ib, = °a+b, +i'at+b,-"a+b,-i3a+b
= (ca-i'a-"atiza).(°b-i'b-"b+i3hb) und
e*ia-ib, = °a-b,+i"a-b,-"a-b,-i%a-b,

(°a+i'a-"a-i%a).(°b-i'b-"b+i3b)
daraus fol gt nach Ordnung sortiert und gekuirzt

°a+-b, =+ °a’°b +-'a3b + "a"b +-3a'b [16]
"a+-b, = +-°a'b + '"a°b +-"a3bh + 2a"b [17]
"a+- b, =+ °a"b +-'a'b + "a°bh +-3a3b [ 18]
3a+-b, = +-°a3b + 'a"b +-"a'b + 3a°b [ 19]

Aus di esen Satzen fol gen |eicht abzul eitende Fol geséatze.
Es sei 8shx # '+3

= (A (02 47-3))02
= (e*x - e*-x ):2 [ 20]
Genauso i st abzuleiten
8si nx # '-3 = (e*ix - e*-ix) :2
§coshx # °+" = (e*x + e*-x) :2
§cosx # °-" = (e*ix + e*-ix) :2 [21]
§schx H#o(0H43)= 2:2: (1 +3)= 2: (2" +23)

=20 (+ 3 A3) = 20 (P A0+ - 43)
=2:(e*x - e*-x)

Ent sprechende Fornel n ergeben sich fur
8§cshx #:(°+") ; 8thx # ("+3):(°+")

Es kann gezeigt werden, dass die mt § definierten Funktionen mt den
bekannten trigononetri schen Funktionen Sinus von x # sinx usw. alle charak-



teristischen Gesetze genei nsam haben. Es i st

e*ix = °i+ji+"i+3
= (°-") +i('-3) = cosx +isinx [22]
1= e*ix : e*ix

nach[ 12, 13] = (°+i"-"-i3).(°-i"-"+i3)

= oo _20" +ll _2'3 +lll| +33

= (°-")*2 +('-3)*2= cos2x +sinzx [23]
und 1 =e*x :e*x = coshZx-sinh2x [ 24]
Es ist cosa+-b
= °a+-b, - "a+-b, nach [ 17, 19]
= (°a°b+-"atb+"a"b+-3a'b)-(°a"b+-'a' b+"a°b+-3a3h)
= (°a-"a).(°b-"b)-+("a-3a). (' b-3hb) [ 25]
= cosa . cosb -+ sina . sinb
und si na+- b,
=(+-°a' b+ a°b+-"a%b+3a"b)-(+°a3b+ a"b+-"a' b+3a°h)
= +(°a-"a).('b-3b)+(°b-"b).('a-3a) [ 26]
= sina . cosb + cosa . sinb

Aus [9] [20] folgt

1=°Q- "Q = cosQ [27]
mt [23] =(1-('Q3Q*2 )*:2
= 1-('Q:Q
Q= 'Q3Q = sinQ [28]
Es gi bt eine Zahl p, fiur die gilt
=°p-"p = cosp [29]
mt [23] = (1-("p-3p)*2)*:2 =1-("p-3p)*2
al so 1= "p-3p = sinp [30]

Die Periodizitat von cosx und sinx mt der Periode 4p lasst sich mt [25]
[26] zeigen, z.B.

sinp+p, =(°p-"p). (" p-3p)+(°p-"p). (' p-3p)

nach [29] = 1 + 1 . Q = Q [31]
cosp+p, = Q . Q -1 .1 =1 [32]
si n2p+p = Q Q +(-1) 1 =1

USWw.

Die Periodizitat von e*ix mt 4p ergibt sich wie folgt

e*iQ = +°Q+H 'Q"Qi3Q = 1 [ 33]
[09] e*ip = (°p-"p) +i('p-3p) =il [ 34]
[29,30]e*i2p = i*2 =-1 [ 35]

e*idp = i*4 = 1 [ 36]
Nach[ 11] : e*p=°p -'p +'p -3p
[07] ZooP tep, +ep, +2-p

=°iip +iip +'iip +iip

[ 06] =(°ip +ip +'ip Aip )i
[ 08] =( (°p -"p) +i('p-2%p) )"
[ 29, 30] =( Q +i. 1 ) *i =i *i [37]

Die Zahl p hat also die Eigenschaft der Halfte der Kreiszahl Pi und ist
damit als Kreisurzahl anzusehen.

23.) Transfinite

Bei Operationen sind Wrte mt Q und :Q nbglich, so dass auch die
ent sprechenden Werte bei Operationen rechenbar sind. Wihrend das Rechnen
mt Q im allgeneinen keine Problenme aufwirft, kann es beim Rechnen nit :Q
durchaus schwi eriger werden. Es kann vorkomen, dass :Q konbiniert auf-
taucht und sich die Frage stellt, wie ist damt zu verfahren. Wenn :Q das
Finite ist, namich die letzte groRe rechenbare Zahl, so sind Konbi nationen
von :Q transfinit, das Transfinite nuss jedoch zur Erreichung eines
Er gebni sses zum Wi terrechnen auf das Finite zuruckgefihrt werden.

Fir die weiteren Uberlegungen betrachte zunachst die Funktion y=(1+: x)*x ,




deren graphisches Abbild in Bild 23A dargestellt ist. We leicht zu sehen
ist, ergibt sich an der Stelle +1 der Wert 2, an der Stelle +Q der Wert +1
und ebenfalls an der Stelle -Q +1. An der Stelle -1 ergibt sich:
y =(1+:(-1))*-1
1 (1-1) =:Q
Das Ergebnis ist finit und von keiner Besonderheit. An der Stelle +: Q
ergi bt sich die bereits bekannte Zahl e :
=(1+:(:Q)*:Q
=(1+0Q*:Q =e
Genauso an der Stelle -:Q:

= (L +:(-:Q)*-:Q

=:(1- Q*:Q
Nach Division von 1:(1-Q
=(1+0Q*:Q

Ent sprechend dem Aufbau unseres Zahlensystens ist die Abarbeitung zu
machen, d.h. zunachst die Potenzkl ammer auszurechnen und dann erst kann Q
auf gel 6st werden. AuRerdem sind Dividi zu beseitigen soweit noglich, dies
zei gt fol gendes Beispiel. Untersucht wird die Funktion

y = (x*2 - 1) : (x-1) (Bild 23B)
an der Stelle x#1 , und negiere zunachst di e Regel:
= (1*2 - 1) : (x-1)
=(Q : (Q =1
Bei Befol gung der Kirzungsregel ergibt sich ganz einfach:
y =x+1

An der Stelle x#1 gilt y=2 .

Bei Verwendung der ungekirzten Fornel ergibt sich jedoch der nach ublicher
Auf fassung unstetige Wert 1. Dieser ist falsch, da bei der Rechnung mt
Pot enzen von 1 die Dinension verloren geht. Man kann sich in solchen Fallen
behel fen, indem man die Stelle 1 um das Inkrenent Q vernehrt oder vern n-
dert, was zum rechtseitigen oder linksseitigen Wert fihrt, beispielsweise
linksseitiger Wert an der Stelle x#1 :
y =(((1-Q*2-1) : ((1-Q - 1)
(-2Q0+ Q2) : -Q =2-0Q

Mocht e nun zurtckkehren zur Funktion y=e*x, an der Stelle Q ergibt sich:

y =1 +Q+ :12.Q2 + :13.Q3 &
=1+Q+ QA + QB &
=1+1-1+AA + BB & =1
Ent sprechend an der Stelle -Q ergibt sich (Bild 23B):
=1- Q+:12.Q2 +:13.Q3 & =1
An der Stelle -:Q ergibt sich:
=:(e*:Q
= 1-:Q+:122@Q2 - :13:.@3 &

Man kann nunnmehr die gewonnene Sunme des Dividus aufteilen in einen
Sunmanden :Q und den Rest, bezeichne ihn nit G . H erunter ist eine grole
Zahl zu verstehen und es ist zu folgern

y (:Q+ Q@
(1:Q+QQG
(1 +Q0G:9Q
((1+GG:Q = (:Q =Q
als formales Ausrechnungsergebnis. Das Ergebnis erscheint auch richtig,
weil bereits der Reziprokwert von :Q die kleinste Zahl Q ergibt und eine
kl ei nere Zahl in unserem System nicht vorhanden ist. Die Richtigkeit dieser
Uber | egung kann auch durch Division und Entw cklung in eine Reihe des so
gewonnenen Ergebni sses bestéatigt werden, hierbei nuss die groélere Zahl
vorangestel It werden, was Gist, da sie transfinit ist und danmit groRBer als

:Q
1.(G+:0Q G- G20+ :G3 Q2 &
Fur : G#Q Q- QQQ +QQQQQ& =0
Das Ergebnis ist also, dass e*-:Q zum Wert Q entw ckelt werden kann.
Urgekehrt gilt das sel bstverstandlich nicht.
Auf die Werte der Teilsumen wirkt sich das wie folgt aus, es gilt (Bild 23



D)

e*-:Q =|E° - E +E -B|;:Q
=(E:Q+E:Q - (E:Q+E:Q =0
= cosh:Q - sinh: Q =0

Interessant ware nun, wie grof eine Teilsunme E an der Stelle :Q ist,
hierzu bilde ein deichungssystem mt vier Unbekannten und |dsen es auf.
Dabei verwende bereits bekannte Bezi ehungen, wobei die Formeln A und B nur
far die Stelle :Qgelten. Fur die Stelle :Qgilt

° 4+ ' 4 0m 403 = ZQ [A]
o _ v 4 . 3 = Q [ B]
(°-")*2 + ("-2)*2 = 1 (]
(o+")*2 _ ('+3)*2 = 1 [D]

Addition von [A] und [B] sowie [C] und [D] ergibt

2.° + 2.3 =:Q+0Q
2.°.° +2.3.3 = 2
Durch Ei nsetzen erhalt man nach Elimnation von Q
E°:Q=:4:Q und ent sprechend
E:Q=:4.Q; E':Q=:4:Q; B:Q=:4:Q
Da hierbei e*:Q = :Q unter Wglassung des transfiniten Teiles gesetzt

wurde, gelten die obigen Werte nur unter dieser Pram sse.

24.) Fl achenfunktion

Hatten wir bisher die Entw cklungen der transzendenten Funkti onen el ementar
vor genomen, ergeben sich bei Anwendung der héheren Rechnungsarten weitere
ei nfache Zusammenhange:

Al's Abl ei tungen ergeben sich nach gliedwei sem Di fferenzieren von [01-05]

|*ID=" 7 ["[D=" 1 ["[D=°: [°[D=23 ;[38]
Dar aus f ol gt
| e*x|D =+ " 43 = e*x [39]
| : e*xx| D = -°+ -"43 = -.e*x [40]
| cosx| D =-('-3) = -sinx [41]
| si nx| D = e-" = COSX [42]
| ctgx| D =d(°-") :('-3):dx

=(-(-3).C-3) -(°-").(°-")) (-3)2
nach [ 23] = -:i('-3)*2 = -:sin%x [43]
| tgx|D  =](-3) :(°-")ID

= :(°-")*2 = :C0S2X [ 44]

I ntegrationen sind nach den Regel n Uber gliedweises Integrieren
auszuf thren, dabei i st

| e*x |S = |(°+ +"+3)]|S =e*x — 1 [ 45]
| cosx |S =](°-")|S ='-3 = sinx [46]
| sinx |S =]("-3)|S = "-(°-1)=-cosx+1[ 47]

Unter bestimten Integralen wird herkémricherwei se die Flachenfunktion mt
Hi|fe des ersten Hauptsatzes der |Integral rechnung verstanden, die sich als
Differenz des Wertes des unbestimten Integrals im Anfangs- und Endpunkt
der Flache ergibt. Bei wuns ist das gewnnene Integral bereits die
Fl &chenfunktion sel bst, und zwar gerechnet vom Zentrum der Funktion, so
dass sich die Flache an einem Punkt a fiur die Variable x unmttel bar er-

gibt. Im Gegensatz zu der ublichen Definition des unbestimten Integrals
ist hier keine Integrationskonstante vorhanden. Der genannte Hauptsatz
bedeutet damit hier nur den banalen Fall, dass die Flache zw schen zwei

Punkten a und b ermittelt wird, also eine reine Differenz zw schen zwei
Fl achen. Dies ist fur unsere theoretischen Uberlegungen uninteressant.

Di e Fl a&chenbesti mmungen fiur di e parabolischen Funktionen |assen sich |eicht
ausfihren, fir die Potenzfunktionen missen Zusatzliberlegungen angestellt
werden. Es ist die Ableitung von e*x an der Stelle -:Q:

| e*:Q |[D= :Q. e*:Q1, = Q. A [ 48]
Und anal og
| e*-:Q|D=-:Q. e*-:Q1, =-:(:Q. e*:Q1,)
= - Q . A =-AtA =0 [49]

Nach [39] ist der Wert der Ableitung an einer bestimmen Stelle gleich dem



Funktionswert an dieser Stelle, also auch
e*r-:Q=0 [ 50]

Es gilt daher er-:Q=| +°+ + "+ |;-:Q

und nmit (07) [(°+") - ("+)]; :Q

cosh:Q - sinh:Q = 0 [51]

Fur die Flache F unter der linkseitigen e-Kurve gilt
|e*x| F;-:Q Q=
e x| Si-:Q = - (|# +4e+ -1];-:Q
= - (|-"+"-3+ | 1Q+1=0+1=1 [52]
Qder Fl ache F zwi schen sinh und cosh iml. Quadranten (Bild 23D):
| coshx-sinhx|F, Q: Q=
| coshx-sinhx|S;:Q =Q"'+ - ("+° -1)]
mt [51] = 0 - (-1 =1 [53]



