33.) Pole

Di e Verknupfung von Urgerade und Messgerade kann arithmetisch als Funktion
dargestellt werden. Der Standpunkt entspricht dem Ursprung in der ublichen
Darstellung und stellt das eine Ende der Geraden dar. Die Uubliche
Anschauung der Geraden entspricht einem Strahl, einer Geraden mt Anfang,
aber ohne Ende. Die Seite ohne Ende wird mt dem unbestimten Begriff
"unendl i ch" unschrieben, weil so getan wird, als kénne man nit jeder G 6Re
beliebig fortfahren. In unserem System i st dagegen jede Gerade nur soweit
vor handen, als ein Punkt erzeugt wird. Genauso ist eine Zahl nur soweit
vor handen, als eine Qperation diese konkret angibt. Man kann also nicht
gedacht beliebig weit gehen, sondern nur so weit, w e man konkret denken
kann. Wr haben jedoch zum Ursprung ei ner Zahl geraden Q den Reziprokwert :Q
zugel assen. Sowei t die Zahl ger aden arithmetisch dur ch Funkti onen
dargestellt werden, entspricht der Punkt :Q der Ublichen Bezei chnung Pol.
Es ist daher zu klaren, was dies in unserer begrenzten Anschauung bedeutet.

Fur den Begriff Pol einer Funktion werden die verschiedensten Definitionen
geboten, z.b. Hiufungspunkte einer Funktion. In unserem Sinne ist Pol ein
Wert, bei dem die Funktion den Wert :Q als Rechenergebnis annimm. Eine
Funkti on kann demmach an einem Pol durchaus transfinit sein. Wnn das
Transfinite auf die Zahl :Q zurickgefihrt werden kann, liegt ein Pol vor.
Z.B. hat die Funktion y=x an der Stelle fir x von +:Q den Wert fir y von
+:Q Der Wert der Funktion e*x an der gleichen Stelle ist transfinit und
wi rd erst nach Riuckfihrung ins Finite : Q

Der Pol kann bestehen sowohl in Bezug auf die Variable x als auch die
Variable y. Im Beispiel der Funktion y=x, die symetrisch zur x-Achse ist,
i st der x-Pol und der y-Pol gl eich.

Zur Anschauung eines Pols kann das graphische Bild der Funktion gezeichnet
werden unter Benitzung des Dividus der betreffenden Variablen, das ergibt
in bezug auf die Multiplikation inverse Funktion. Am graphischen Bild ist
erkennbar, dass die Funktion y=:x an der Stelle Q einen x-Pol und einen y-
Pol hat. Beim x-Pol wird der Wert von x zu :Q beimy-Pol der Wrt von y
ent sprechend (siehe Bild 33A). Es wird nun die Dividusfunktion gebildet
y=:(:x) =x. Dies Verfahren kann auch als Urkehrung der Werte der Abszisse
gedeutet werden (Bild 33B). Die Dividusfunktion ergibt nun die Gerade y=x,
der Pol ist an der Null-Stelle im U sprung ersichtlich. D e Kurve schnei det
den U sprung im Wnkel von 45°, was bedeutet, dass ein finiter Pol
vorliegt.

Das Verfahren kann w ederholt werden, d.h. wenn die Funktion y=x untersucht
wird, ergibt das Bild der D vidusfunktion y=:x im graphischen Bild keine
Nul | -Stelle, weil diese auBBerhalb jeglichen Bildbereiches |iegt. Der dort
befindliche Pol kann in den U sprung herangeholt werden durch nochmalige
Bi | dung der Dividusfunktion, wodurch wi ederum di e Funktion y=x entsteht und
der Pol im Ursprung erkennbar wird.

Fur das Bild der Funktion y=x*2 (Bild 33C) beispiel sweise ergibt sich nach
zwei mal i ger Spiegelung um die x=1 -Achse wi eder die Funktion y=x*2 mt dem
Pol im Ursprung. Die Kurve mindet in den Ursprung nicht mehr im Wnkel von
45° ein. Die Tangente im Punkt Q ist Null, erst die zweite Ableitung, also
die Steigung der Tangente selbst, hat einen Wert groBer Q Mt Hilfe der
Abl ei tungen der Pole |asst sich daher ein Ma3 fir den Pol bestinmmen. D e
GroRBe des Transfiniten soll als Michtigkeit in Anlehnung an die Mengenl ehre
bezei chnet werden, die Michtigkeit selbst wird nach der Zahl der bendétigten
Spi egel ungen und derjenigen Ableitung bemessen, die erstnmals nicht Null
wird. Ein Untermall ist dann der Wert dieser Ableitung selbst, die mt
Trennzei chen abgetrennt wird. Die Mchtigkeit des x-Pols fur die Funktion
y=x*2 an der Stelle +:Q betragt also 2/2. Entsprechend ware die Michtigkeit
far die Funktion y=x*3 2/3, die Mchtigkeit fir die Funktion y=x betragt
demmach 1. Die Zahl der benttigten Spiegelungen wird vorangestellt.

Die Machtigkeit des x-Pols fir die Funktion e*x (Bild 33D) wird wie folgt
ermttelt: es wird die Dividusfunktion e*:x gebildet, diese zeigt den Pol
an der Stelle x=Q auBerhalb des Bildes, es wrd deshalb der vy-D vidus
gebil det, namich die Funktion :e*:x . An der Stelle Q hatte diese den Wert
e*-: Q=0 , also eine Null-Stelle.



Der x-Pol der Funktion e*-(x*2), wird dargestellt durch die Dividusfunktion
e*-(:*2), siehe Bild 33E

Die Teil funkti onen werden ebenso behandelt, z.b. sinhx, hier wird zunéchst
zur Feststellung des x-Poles sinh:x ermttelt, sodann der y-Dividus :sinh:x
(siehe Bild 33F).

Bei den zyklischen Funktionen ist auf diese Wise kein eindeutiges Bild zu
erzielen, z.b. ergibt die Dividusfunktion von cosx die Funktion cos:x (Bild
33G). Hier ergibt sich eine Gszillation imUrsprung i mBereich von +1 / -1.
Die in Bezug genomenen bildlichen Darstellungen sind in Ublicher Wise in
ort hogonal en kartesischen Koordinaten dargestellt und darauf bezieht sich
di e Erkl arung. Das soll nicht heiRBen, dass diese Darstellung und damt das
Bil d der Funktionen und auch di e Fol gerungen zwangsl aufig sind. Die Auswr-
kungen des Koordi nat ensystens sind noch zu untersuchen.

34.) Teil sutmenkonbi nati onen
Wr haben gesehen, dass durch andere Packungen als orthogonale Plikationen
auch andere Zahlen und damt andere Messgeraden als orthogonal e gebil det
werden koénnen. Das gleiche gilt auch fidr kombinierte Operationen.
Ent sprechend den Operationen kénnen danmit auch andere Funktionen gebil det
werden. Verfolge das am Beispiel der Teilsumen, welche schon néaher
unt ersucht sind.
Weitere Konbinationen mit Teilsunmmen ergeben sich durch nonoplikative
Ver bi ndung der Teilsumen. So lassen sich mit den bekannten Funktionen
Kosi nus und Sinus fol gende weitere periodi sche Funktionen bil den:

(°-") + ("-3)

(°-") - ("-3)
Das Bild dieser Funktionen &ahnelt den bereits bekannten Funktionen Kosi nus
und Si nus.
Ei ne subtraktive Konbination benachbarter Teilsunmren ergibt neue bisher
ni cht untersuchte Funktionen. Vier Konbinationen sind noglich:

(°-") (-") ("-2) ; (3-°)
Di ese ergeben die in Bild 34 dargestellten Kurven. Deren Hauptei genschaft
ist, dass ihre Sume an jeder Stelle Null ergibt:

(°-") +('-") +("-3) +(3-°) =0
Durch additive Konbination dieser neuen Funktionen |&sst sich Sinus und
Kosi nus darstellen:

(*-1) + (') = (") = cos
(:_") + ("_3) = ('-3) = S n
("_3) + (3_0) = (,._o) = -CO0Ss Usw.

Ei ne wichtige Eigenschaft dieser neuen Funktionen ist, dass jede Funktion
di e Steigung der nachfol genden Kurve anzeigt:

|°-"|D = (3-°)
|'-"ID = (°-")
|"-3]D = (*-")
|3-°1D = ("-2)

Ei ne entsprechende Ei genschaft besteht beziglich der Fl a&che, wel che von der
Kurve und der Abszisse eingeschl ossen wird:

oS = (=)
|1-S = (7-2)
|"-2Ss =2 - (e-1) = (2-0) + 1
2-01s = (-1 - ' = (°-7) - 1

Di e nachfol gende Kurve zeigt jeweils die Flache der vorhergehenden an,
wobei zwei Fl dchenfunktionen jedoch verschoben sind. Das ergibt sich auch

aus der hi er ver wendet en Definition des Integrals als direkte
FI &chenf unkti on.

Die Kurven schlangeln sich imliIntervall |+1/-1] um die positive Abszisse,
im Anfang des Bereichs sind sie nicht periodisch. Bei +:Q kdnnen sie zu
Nul I entw ckelt werden. Fir negative Argumente nehnen die Kurven grof3e

Betrage i m Positiven oder Negativen an, die zw schen der e-Funktion und den
Tei | funktionen jeweils |iegen.

36.) Kreisel
Mt dem bisherigen Wrkzeug ist es noglich, geradlinige Strukturen zu




erzeugen. |Im zwei di nensionalen Bereich gibt es mt je einem Messpunkt nur
gleichseitige oder rechtw nklige Systene, diese bezeichne deshalb als
Ursystene, erst mt nmehr Punkten lassen sich auch andere Strukturen
erzeugen, dies sind dann abgeleitete Systeme. Die Verlangerung der
ei nzel nen Punkte in der Flucht ergibt Linien, die zum Messen benutzt als
Koordi naten bezeichnet werden. Die rechtwi nkligen oder gleichseitigen
Koor di nat en sind entsprechend als Urkoordi naten zu bezei chnen.

Punkte, welche in einer Beziehung zuei nander stehen und nicht in der Flucht
Iiegen, nach unserer Auffassung Punktlinien, sollen Kurven heilRen. Sie
kénnen durch ein Koordinatensystem dargestellt werden, fir eine Kurve in
ei ner Ebene werden zwei Koordi naten bendtigt.

Di e Koordinaten koénnen ihrerseits Kurven sein, zur Messbarkeit bedarf es
dann jedoch imrer einer Transformation von einem Urkoordi natensystem
Krumre Koordi naten kdénnen daher nur als abgel eitete Koordinaten Verwendung
finden. Die Ubliche Analysis, die arithnetische Beschrei bung der Geonet-
rie, verwendet als Urkoordi naten nur rechtw nklige Urkoordinaten, santliche
ander e Koordi natenfornen sind daraus abgeleitet. Traditionell werden Kurven
als nicht gerichtet aufgefasst, zur Beschreibung gerichteter Figuren
bedi ent nman sich der Vektoren, das MaR ist hier der Einheitsvektor. Auch
santliche gebrauchlichen Vektorensystene basieren auf einem orthogonal en
I inearen Dreibein und sind daher aus Urkoordi naten abgel eitet. Nach unserer
Anschauung ist eine echte urspringliche Krunminigkeit nicht nfglich, sie
i st entgegen dem Anschein bi sher auch nicht echt entw ckelt.

Unt erni mm i m nachf ol genden den Versuch, eine haufige Kurve in unser System
ei nzubetten, nadmich den Kreis. Jeder weil3, was ein Kreis ist, er braucht
nur die Hand auszustrecken und sich auf seinen Abséatzen wunzudrehen,
ent sprechend knipfe die Bestimrmng des Kreises bei unserem System an den
St andpunkt  an, di eser entspricht dem Mttelpunkt in der Ublichen
Darstellung. Die Peripherie, welche durch die sich bewegende Hand
dargestellt wird, ist dadurch bestimt, dass der MaBpunkt der Urgeraden im
Sinne einer Wnkelmessung gedreht wird. Wr stolRen dabei auf die
Ausf Uhrungen zum rechten Wnkel und erhalten sofort vier nessbare Punkte
sowi e weitere acht Punkte bei Verwendung von gleichseitigen Dreiecken (Bild
36A). Die dort eingezeichneten Linien stellen nur die Zuordnung dar, die
Exi stenz ei ner durchgehenden krummen Linie ist damt nicht gegeben. Danit
stellt sich die Frage nach dem MaR des Kreisunfangs als einer gedachten
krumren Linie. Da dies keine definierte Linie ist, kann sie so nicht
besti mmt werden.

Bekanntlich koénnen mt einer VergroéRerung der MRBzahlen nach diesem
Verfahren spitzere Dreiecke gebildet werden, die zu dem bereits von den
alten Giechen angewandt en Exhaustionsverfahren fir den Kreisunfang fdhren.
Ei ne endgultige Bestimrmung des Kreisunfanges in der Ma3zahl ist jedoch mt
kei ner Methode niglich, die sogenannte |nkomrensurabilitat. Nach unserer
Auffassung ist sie schon gar nicht denkbar, alle Mthoden sind nur
Naher ungsver fahren, weil eine durchgehende Linie nicht erzeugt werden kann,
wi e das auch bei Geraden der Fall ist. Das Unendliche gibt es bei uns
nicht, also sind auch die Punkte nicht beliebig vernehrbar und damit die
Licken nicht zu fdllen. Man kann sich den Kreis als eine Uhr mt Ziffern-
bl att vorstellen, bei der die 12 Stunden als Marken sichtbar sind, sowe
der Mttel punkt, nehr nicht. Des weiteren ergibt sich daraus, dass der
Kreis auch aus dem M ttel punkt best eht , ni cht nur aus den
Peri pheri epunkten. 1In einem rechtw nkligen Urkoordinatensystem haben wr
I ediglich vier Peripheriepunkte und den Mttel punkt, also finf Punkte, auf
di esen Urkreis beschranke di e fol genden Betrachtungen.

Fir den Urkreis kann man al so bestimmen, dass der Kreis ein unbestimter
W nkel dergestalt ist, dass vom Standpunkt aus der rechte horizontale
Schenkel in der Ebene feststeht und der |inke beweglich, also variabel ist.
Der rechte Schenkel soll Radius heiRen, sein MaR soll das MaR des Kreises
sein. Wegen der |Inkomensurabilitat des Radius im Verhaltnis zur Peripherie
ist diese nur fur einzelne Punkte messbar. Die vier messbaren Punkte auf
der Peripherie teilen die Quadranten ab, verfahre, w e schon bei der
grafischen Darstellung erlé&autert, nmt der Bezifferung entgegen dem Uhrzei -



gersinn, was ebenfalls wllkirlich ist, aber die gebrauchliche Ubung
darstellt. Vom Drehsinn her ergibt sich damit ein Linkssystem der Uhrzei-
gersinn ware ein Rechtssystem Die Quadranten haben demmach die Bezei chnung
wie in Bild 36B. Die Lange des Bogens in einem Quadranten bezeichne als p
und nmesse in der GCestalt des angegebenen Pfeiles. Das Linkssystem hat fir
di ej eni gen, die auf der nordlichen Hal bkugel |eben, den Nachteil, dass es
ent gegen der natdrlichen, durch die Sonne vorgegebenen Anschauung | &uft.
Mt der Vorstellung, dass der W nkel schenkel wachsend von einem Punkt in
einer bestimten Richtung um auft, bekomm der Kreis eine Bewegung, den
Drehsinn und soll Kreisel heiRen. Der wie oben definierte Kreisel wird vom
Radi us aus genessen und soll deshalb r-System genannt werden. Arithnetisch
| &sst sich mt der Gr6Re p der Unfang des Kreises bei einer Radiuslange von
1 zu 4.p errechnen. Die Zahl p wi ederum | asst sich Uber die Teil sunmen nach
dem dort beschri ebenen Al gorithmnmus naherungswei se besti men.

Anstatt den Radius zum MaR zu nehmen, kann der Kreis auch Uber die Lange
der Peripherie in dem angegebenen Sinne bestimt werden, in diesem Fall ist
der Radius bei einer MReinheit von 1 inkomrensurabel, arithmetisch gesehen
ergibt sich fir den Radius dann r = :4:p . Dieses System soll u-System
hei Ben, weil es spater fir die Betrachtungen der Zeit, welche mt wu
abgekirzt wird, bentétigt wird. Das u-Systemist also ein Kreisel, bei dem
der Um auf als MR genonmen wrd. Das u-System hat im U sprung daher
I ediglich einen Punkt, sein Wnkel schenkel um auf betrégt 1, die G 6Re eines
Radi us i st nicht kommensurabel (siehe Bild 36C).

Der Kreis ist nun diejenige Figur, bei der dem Kreisel der Drehsinn
genomen wird. Es ist die gleiche Begriffsbildung wi e bei m Abstand, bei dem
ebenfalls die Richtung keine Rolle spielt, also Ferne und Nihe
zusanmenf al | en.

37.) u-Di agrame

Ebenso wie eine Cerade kann ein Kreisel als Koordinate benutzt werden. Die
Konbi nati on einer Ceraden nmit einem Kreisel ergibt eine Geraden-Kreisel-
Zuordnung. Um di ese Zuordnung anschaulich zu machen, bedient man sich der
bereits besprochenen Diagranme als grafischer Darstellung, beleuchte nun
fiar di e Konbi nati onen Gerade-Krei sel den Aufbau ei nes sol chen D agrams.
Hierzu ist es zwecknafRig, die Bewegung des Kreisels auf eine GCerade zu
Ubertragen, die ihrerseits dann nit einer anderen GCeraden zu einem
rechtwi nkligen System zusammengesetzt werden kann. H erzu gibt es
ver schi edene Mdglichkeiten, z.b. kann die Projektion des Peripheriepunktes
auf den Urschenkel abgebildet werden, nman erhalt hierbei die Figur des
Kosinus (Bild 37A). Eine solche Projektion ist brauchbar fir den r-Kreisel,
i nsbesondere wenn di e Einheit der Radius sel bst ist.

Fur den u-Kreisel rolle die Peripherie auf und glatte zu ei ner Geraden, we
man Papier von einer Rolle auf den Boden legt (Bild 37B). Der uniaufende
Peri pheri epunkt beschreibt den Wg einer Zykloiden auf der abrollenden
CGeraden, er startet bei dem Punkt Q und berihrt die Gerade w eder beim
Punkt 1, dann beim Punkt 2 wusw. Bei dieser nach rechts gerichteten
Darstellung taucht der Mttel punkt nicht nehr auf, den Peripheriepunkt kann
man sich auch als von Q nach 1 bewegt denken. Die Strecke @1 ist das MafR,
die in der Abbildung eingezeichnete Linie ist keine echte Linie, sondern
stellt wie Ublich nur die Zuordnung der Punkte dar.

Man erhéalt damit ein Diagramm in dem sich mt einer Kurve die Zuordnung
einer linearen Koordinate nit einer Kreiselkoordinate darstellen l&asst. In
Bild 38C ist der Fall dargestellt, dass ein Punkte mt jedem Kreiselunl auf
ei nem ferneren Punkt auf der Geraden zugeordnet ist.

Der Leser wird fragen, warum dieses in der Physik allgenein benitzte Weg-
Zei tdi agramm ausf ohrlich beschrieben wird. Der Gund ist, aufzuzeigen, dass
die u-Achse nur der Darstellung halber eine Gerade darstellt, eine
raum i che Dinension wird damt nicht geschaffen. Sel bstverstéandlich ist es
noglich, rein rechnerisch eine Lidnge H fir die Strecke P1 zu P2 (Bild 37C)
wi e Ublich anzugeben:

+H = ( (2x-1x)*2 + (2u-1u)* )*:2



Lasst man die Richtungen der Achsen durch Wegl assen von x und u weg, erhalt
man den Zahl enwert unabhéangig von der Richtung, den sogenannten Abstand,
der ist bekanntlich Wirzel Zwei. Man nuss sich aber fragen, welchen Sinn
di eser Wert eigentlich hat, jedenfalls nicht den, dass hier eine Strecke im
raum i chen Sinne genessen werden kann. u-Diagramme stellen also keine
raum i che Di nension dar.

38.) Léange
Auf ei ner Zahl engeraden hatten wir die Lange zw schen zwei Punkten als die
Differenz zwi schen zwei Punkten definiert. Je nach verwendeter Operation
kann die Lange positiv oder negativ ausfallen. 1In einer Flache mt
ort hogonal en Koordi naten definiere die Léange zw schen zwei Punkten mt
Hi | fe des Satzes des Pythagoras als Wirzel ausdruck:

H = +-(X*2 + y*2)*:2
Auch hier ist damt die Lange imrer positiv oder negativ, gewdhnlich wrd
sie als Abstand und als solche nur positiv genomen. Das gilt auch im Fall
die Lange der Koordinaten anders definiert wire und negativ erscheinen
wirde, da im neuner Miltiplikationssystem die Quadrate imrer positiv
wer den.
Nehme nun in der Ebene eine der Koordinaten, als x-Koordinate oder Abszisse
bezei chnet, nicht linear, und verbinden jeden Punkt in einem orthogonal en
Gtter mt einer linearen y-Koordinate, der Odinate, so ergeben die so
gewonnenen Punkte in der Ebene keine Cerade, d.h. die Punkte sind nicht in
der Flucht. In Bild 38A ist solch ein Fall dargestellt fir die x-Koordinate
mt dem MaB x*2. Werden die gewonnenen Punkte anei nander zugeordnet, d.h.
ver bunden, so ergi bt sich bekanntlich eine Parabel als Kurve.
Ei n Abstand zwi schen zwei entfernten Punkten auf dieser Kurve koénnte derart
berechnet werden, dass der Abstand jeweils von einem zum anderen Punkt
genomen und addiert wirde. Dabei ergibt sich aber die Schw erigkeit, dass
das Urmall auf der Kurve nicht eingehalten wird. Definiere deshalb als Ab-
stand zwei er Punkte einer Kurve eine G 0Re, welche darauf hinausl auft, dass
di e Kurve auf der Urgeraden abgerollt wird, also zu einer Messgeraden wird,
und di e Kurvenpunkte nit den Punkten der Urgerade verglichen werden.
Hi erzu gehe entsprechend wi e bei der Betrachtung einer Geraden vor, bilde
die Differenz dx der Abszisse und die Differenz dy der Odinate, zeichne
ein Dreieck (Bild 38B), bei der eine entsprechende Lange dH zundchst mt
dem Satz des Pyt hagoras wi e fol gt dargestellt werden kann:

dH2 = dy*2 + dx*2
Nach Unfornmung ergibt sich:

+dH = ( dx*2 . ((dy:dx)*2 + 1) )*:2
far dy:dx # yD

+dH = (1 +y2D):2 . dx
Die Fornel ist nur dann richtig, wenn die Lange dH gerade ware. Das ist nur
far einen Abstand von zwei Punkten richtig, wenn dx die Lange Q hat. In
di esem Fall haben wir aber nicht nehr eine Lange, sondern nur noch das
Verhaltnis des Zuwachses einer Lange, also eine Ableitung einer

Ver ander ungsf unkti on der Lange H nach der variablen x. Es ist also nach der
St ammf unkti on zu suchen, welche als Ableitung den Langenzuwachs ergi bt.
Die Stammfunktion wird als Integral wie bereits behandelt dargestellt, die

Formel liefert den nunnehr nach den Ublichen Methoden anndherungsweise
ausr echenbaren Ausdruck fur die Langenfunktion in Bezug auf die Abszisse:

H = |( 1 + Dy*2 )*:2 | S; +-x,
Im Fall eines u-Diagramms sind | ediglich die Koordinaten auszutauschen:

H = |( 1 + Dx*2 )*:2 |S; +t,

Was sagt uns di ese Langenfunktion? Es ist w eder das Verhaltnis Urgerade zu
Messgerade und danmit ein Messvorgang. Die Abszisse, die hier eine Funkti-
onal gerade im Verhaltnis zur Odinate ist, nehme als Urgerade, also mt
gl ei chen Abstéanden, an und ermttele das MaR auf der Messgeraden, die aus
Funktional gerade und O-dinate durch Abrollen entsteht. Man kann die
Betrachtung auch so vornehnen, dass die Odinate die Funktional gerade ist,
in unserem Bei spi el wirde nman y*:2 = +-x erhalten.

Im Falle eines u-Diagramms ist der Kreisel die Funktional gerade und wr



ermtteln die Lange als Mall der Messgeraden mit der Bewegung des Kreisels.
Dieser wird als konstant angenonmen, sprich wir setzen ihn willkurlich als
Ur kr ei sel .

42.) Krumme Koor di naten

Gehe wi eder von unserem kartesischen Ursystem aus und erzeuge wie vorhin
ein deformertes System mit einer defornmierten Abszisse durch Drehung um
den Ursprung. Bilde w eder einen Punkt P, dem im deform erten System der
Punkt P entspricht (Bild 42A). Nach dem bereits beschri ebenen Aufbau erge-
ben sich die Fol gerungen:

a. Die Langen eines jeden Punktes sind von jedem System aus betrachtet
gl ei ch.

b. Die von dem Punkt gebildete Flache ist von jedem System aus betrachtet
gl ei ch.

c. Die Abstande verschi edener Punke sind in jedem System betrachtet gl eich.

Sobald nman jedoch ein System vom anderen aus betrachtet, stinmen die
Fl &chen und di e Abst dnde nicht nehr.

Betrachte nun eine Projektion eines Punktes P in einem kartesischen System
von schrdg oben (Bild 42B). In diesem Fall bewegt sich der FuBpunkt der
O dinate des Punktes P nicht nmehr auf einem Kreis, sondern auf einer
Ellipse mt dem Ergebnis, dass die Léngeneinheit der deform erten Abszisse

x'" im Verhdltnis zur Urabszisse x nit steigendem Wnkel kleiner wird. In
diesem Fall stimmten die Langen der deformerten vom anderen System
betrachtet aus nicht nehr Uberein, bei den Ubrigen G 6Ren gibt es keine
Ander ung.

Man kann schlielBlich die defornmierte x in der Gestalt deform eren, dass wr
ihr hier nicht die Gestalt einer Geraden geben, sondern diejenige einer
Kurve (Bild 42C). In diesem Fall bleibt lediglich noch als gleich die Lange
der Ordinate vom jeweils anderen System aus gesehen Ubrig. Innerhalb jeden
Systens genessen sind aber alle GoRen nach wie vor gleich.

43.) Negative Paraneter

Nehme nun einen negativen Paraneter, so erhalte fur die Ausgangsfunktion
y=x*b Hyperbeln, w e sich durch Unformung leicht ersehen lasst. D e
Konpl enent ardste der G aphen sind ebenfalls abhdngig wi e bei der Funktion
mt positiven Paraneter von der Eigenschaft des Paraneters als gerade oder
unger ade Zahl (Bild 43A).

Wel chen Graph hat nun die Funktion y=c*x fir einen negativen Parameter? Zur
Uber | egung betrachte die Funktion fir den Paraneter +1, der in Bild 43B
dargestellt ist. Der Gaph ist eine Linie, die fir jeden Wrt von x den
Wert der Funktion von 1 ergibt, also fornel maRig y=1 .

Setze nun y=-1*x und untersuche fir jeden Wrt von x das Resultat. Dies ist
in Bild 43C dargestellt, nadmich ein oszillierender Punkt. D e Abbildung
zeigt die Werte fur ganze Zahlen, die auf der Geraden y=1 oder y=-1
oszillieren. Soweit Werte zwi schen den ganzen Zahlen betrachtet werden,
wird die Oszillation dichter.

Setze nun fur den Paraneter andere Wrte als 1 ein, so ist leicht
ei nzusehen, dass der in Bild 43A dargestellte G aph nunnehr entsprechend
di eser Formoszilliert.

Die Funktion y=c-*x oszilliert fir jeden benachbarten Wert der Abszisse.
Soweit der Parameter nicht als gerade oder ungerade festgestellt werden
kann, ist die Bestimung eines Wrtes uberhaupt nicht nfglich. Diese

Uber | egungen gel ten wi ederum nur bei Verwendung des 9-er Mbdus.

44.) Achter- Modus
We sieht der G aph der oben untersuchten Funktionen nun aus im Achter-
Modus? Dies ist ein inverses System zum neuner Mdus, vergegenwartige
fol gende Matrix: + + = -

+ - +

-+ =+

Bezeichne dieses inverse System fir die weiteren Uberlegungen nmit dem



Buchst aben i und flige es als Attribut dem Funktionszeichen der
Monopl i kation, also dem Plus- oder M nuszeichen bei. Es sollen die gleichen
Regeln gelten wie fur diese Zeichen, d.h. Plus mal Plus ist nicht
Pl usquadrat sondern i nmer Plus, also z.B. 4 a. + a=-i a

Das i haftet also dem Vorzeichen als Ei genschaft an wund ist Kkeine
sel bst andi ge Zahl in diesem Si nne.

Betrachte zunachst ein geschlossenes inverses System d.h. santliche
Koordi naten sind auch invers, bezeichne sie mt ix und iy. Im dbrigen
sollen die Regeln fir die Bildung der Plikationen und deren Unkehrungen die
gl ei chen sein und der Parameter tragt kein Attribut.

Di e Funktion y=x*a sieht nun iminversen Systemaus iy=ix*a . |hr Gaph ist
in dem Bild 44A dargestellt und es ist |leicht erkennbar, dass mt
Konbi nati on verschi edener Vorzeichen eine weitere Reihe von 8 Gaphen zu
erzeugen ist, welche das System der G aphen des Neuner-Mdus zu 16 Graphen
erganzen. Diese 16 Gaphen sind diejenigen Mglichkeiten, die konbi-
natori sch erzeugt werden kdnnen.

Damt ist das 8er-System zum 9er-System konpl enent&r, daraus ergibt sich
die theoretische Fol gerung, dass beide Systeme die gleichen Mglichkeiten
bieten, in ihren Eigenschaften gleich sind. Wirde nan beispiel sweise das
Negative als Hauptform ansehen, brauchte nman nur die Koordinaten um 180
Grad herundrehen und wirde zu vollig gleichen Ergebnissen wie nit dem
Neuner - Modus konmen. Das 8er- und das 9er-System sind al so spiegelbildlich
aqui val ent, eine Praferenz fir das 9er-System gi bt es nur dadurch, dass die
posi tiven Koordi nat enachsen al s Praferenz gewahlt werden.

Das geneinhin als konplex behandelte Zahl ensystem sieht nun so aus, dass
ei ne konpl exe Ebene dergestalt aufgespannt wird, indem eine Achse als Real -
teil und eine Achse als Imaginarteil gewdhlt wird (Bild 44B). Ein Punkt P

in dieser Ebene hat demmach einen Realteil x und einen lmaginarteil iy
Die arithnmetische Darstellung benitzt ebenfalls das Zeichen i, dieses ist
jedoch ein echter Faktor und kein Attribut, es stellt die Miltiplikation
von =-1*:2 dar. Arithmetisch ergibt sich demach in der |linearen
Schrei bwei se fur ei ne Quadrat zahl

(+i.a) . (+i.a) = -a

Im Gegensatz zum reinen 8er-System verschwindet hier im Resultat der
| magi narfaktor, es gibt also Berihrungspunkte der Imagindrteile mt den
Realteilen. Definitionsgemald wird der G aph von konpl exen Funktionen als u-
Krei sel dargestellt, so dass periodisch mt einem Vielfachen von p diese
Ber ihrungspunkt e auftreten.

Die konplexen Zahlen sind damt also kein gleichwertiges System w e das
gebrauchliche 9er-System sondern es ist ein konbiniertes System mt
zusat zlichen besonderen nicht zwi ngenden  Definitionen, ndmich ein
Konbi nati onssystem aus dem 8er- wund 9er-System mt der Darstellung der
Punkte in einem Kreisel. Man kann die konplexen Zahlen als Mschform mt
Tor bezeichnen, das Tor ist die Eigenschaft, dass die Konsekution in Rich-
tung Realteil praferiert wrd, weil im Gegensatz zum Verschw nden des
| magi narteils ungekehrt bei QOperationen nmit realen G 6Ren ein |Inmaginarteil
nicht auftritt, denn es wird festgesetzt:

.0 =-1 und i (-1)*:2
Es konnte aber genauso gut i (-1)*:2 sein.

Man kann di e oben erwdhnte Tor-Ei genschaft der konpl exen Zahl en vernei den,
indem man i.Q und Q als Resultante ansieht und den sonst erlaubten Schritt
von i Q=0 oder Q=0 unterbindet. Das Tor 0O taucht damt nicht auf und es
ver bl ei bt ein voll kormenes Zwi |l |l i ngssystem von real en und inversen Zahl en.

Im Fall e des ler-Mdus, gewbhnlich als positiven Betrag bezei chnet, gibt es
nur Werte oberhalb der x-Achse (Bild 44C), im Falle des 16er-Mdus tauchen
nur Werte unterhalb der x-Achse auf. Die Ubrigen Mdi koénnte man
ent sprechend untersuchen, bei einigen tauchen Ulberhaupt nur Werte in einem
Quadranten auf, in anderen gibt es noch nmehrere Wrte in verschiedenen
Quadr anten. Auch diese Mdi ergeben jeweils nit ihren Konpl ement arnodus 16
Konbi nati onen, insgesant sind 128 Konbi nati onen nibgli ch.



Mt triadischen Zahlen kénnte nan die entsprechenden Untersuchungen
anstellen. Zunédchst nisste ein geeignetes Koordinatensystem gefunden
wer den, dann sind die Zw schenabschnitte zu bestimen, in diesem Fall sind
es keine Quadranten, sondern terziale Abschnitte. Dann erfolgt die
Besti nmung der préaferierten R chtung usw.

47.) Weitere Di mensi onen

Nach unserer bisherigen Betrachtung ist eine D nension nichts anderes als
ei ne Konstruktion von Fluchten vom Standpunkt aus und deren Verbi ndungen.
Di ese Verbi ndungen nenne di e D nensionsachsen, diese missen nicht senkrecht
auf ei nander stehen, im G unde genonmen kénnen es auch beliebig viele sein.
Die MRstédbe nissen weder gleich sein noch missen die D nensionsachsen
zuei nander derart konjugiert sein, dass die negative die positive in der
ruckwartigen Flucht ist.

Zur graphi schen Darstellung benitze durchweg di e Ebene. Diese definiere so,
dass sie aus der orthogonalen Dreidinmensionalita den Ausschnitt zweier
Raumachsen darstellt. Die Ebene ist also eine Uber die dritte D nension
definierte Flache, die einige ausgezeichnete Eigenschaften hat, welche
gewdhnlich als euklidisch bezeichnet werden. Auf dieser kann man z.B. ein
drei di mensi onal es 4-Punkt-System darstellen (Bild 47 A), auf dem allerdings
die raumiche Anordnung verloren geht, die Zuordnungen, beispielsweise die
Linien, sind alle sozusagen platt.

Ein orthogonal es dreidinensionales Plus-Mnus-System ist das gewhnte
kart esi sche Koordi natensystem Haben wir drei Dinensionen, kénnen wir auf
die negativen Aste und die Othogonalitat verzichten und erhalten ein
gl ei chwi nkliges System durch gleichnmifZige Anordnung der vier bendtigten
Punkte in einem Kreisel (Bild 47B). Die Koordinaten eines solchen Punktes
werden w e im Kkartesischen System auch entsprechend ermttelt durch
Abtragen der Abstande zuerst auf der ersten Koordinate, dann fortschreitend
an diesem Punkt parallel zur zweiten Koordinate und angel angt an diesem
Punkt fortschreitend parallel zur dritten Koordinate (siehe durchgezogene
Li nien zum Punkt B). Das Systemist allerdings nmehrdeutig, der Punkt B kann
mt beliebig vielen anderen MaRkonbinationen bestimm werden (siehe
gestrichelte Linie).

Um bei spi el sweise eine Vierdinensionalitat darzustellen, welche aus drei
orthogonalen mt x, y und z bezeichneten Raunkoordinaten sowie einer mt u
bezei chneten Transvariablen besteht, kann man fol genden Weg einschl agen:
Di e nei st benut zten Koordinaten x und y werden orthogonal in der Ebene, die
Raunkoordinate z wird als Deform erte dargestellt, ebenso die Transvariabl e
u mt einem anderen Wnkel (siehe Bild 47 C). Denken wr wuns die
Transvariable als die Zeit, dann koénnte der Rauneeitpunkt P entsprechend
der obigen Regel durch Abtragen der einzel nen Koordinaten entsprechend der
Paral | el en auf den jeweiligen Koordi nat enpunkten gefunden werden. Urgekehrt
ist es nicht nbglich, eine eindeutige Zuordnung des Raunezeitpunktes P aus
di eser Darstellung auf die einzelnen Koordinaten vorzunehnen, sie ist
bel i ebi g viel deutig.

Bei der Arithmetisierung dieser Darstellung nuss man sich entscheiden, ob

man die Deformation ignorieren will oder nicht. Sie ignorieren heif3t, man
rechnet so, wie wenn die Deformerte in der Ebene |&age, so dass im G unde
genomren ein zwei di nensi onal er Al gorit hnus ent st eht . Qder man

bericksichtigt jede Transvariable fir sich, dann ist aber bei jeder G 6Re
anzugeben, auf welche Koordinate sie sich bezieht, eine solche G6Re we
der Abstand gi bt dann kei nen ei ndeutigen Sinn.

I m orthogonal en System kennen wir fir den Abstand des MaRes dH fir |jede
Di nensi on ei ne charakteristische GréRe, sie betragt fir die erste D nension

1, for die zweite 1,41.. , fidr die dritte 1,73.., fur die 4. 2,25, jeweils
Plus oder M nus im Neunernodus. Es handelt sich hier jeweils um die Wirzel
der ent sprechenden Kar di nal zahl . Man kann di ese Zahl al s

Di nensi onsdi agonal e bezei chnen, diese wird mt jeder Dinension groéBRer, der
Zuwachs ist offenbar differenziell.

Es ist zu benerken, dass dH insofern eine willkirliche Go6Re ist, als wr
einen bestimmen Flachenbegriff zugrunde Jlegen nmit einer w ederum



bestimten Arithnetisierung. Der verwendete quadratische Fl achenbegriff hat
sicher praktische Vorzige, die verwendete Arithnetisierung dagegen i st
schon weniger zwi ngend mt Verwendung des Neuner-Mdus. Der Einser-Mdus
erscheint im gesanten dreidinensionalen System | ogischer, z.B. bei Raum n-
halten. Er verneidet die Positivpraferenz, die nétig ist, weil nman negative
I nhal te bislang nicht definiert hat

48.) | mmanent e Koor di nat en

Erstelle ein rechtw nkliges kartesisches Koordinatensystem der Ebene nmit
den Achsen x und y. Bestimme irgend einen Punkt P nmit den Koordinaten
| 1,2], weitergehend auf der x-Achse vom Standpunkt einen Punkt und dann
senkrecht auf der y-Achse zwei Punkte weitergehend (Bild 48A). Nehne an,
wir hatten in Bezug auf ein solches Koordinatensystem ein schiefes
dergestalt, dass von irgendei nem Punkt di e andere Koordi natenachse nicht im
rechten Wnkel, sondern in einem vom Punkt abhangi gen Wnkel zu errichten
ist. Nehme weiter an, der Wnkel waichst gleichmaRig mt jedem entfernteren
Punkt, so erhalte in Bezug auf ein gleichmli ges Koordi natensystem ei nes,
was man al s verdrickt bezeichnen kann (Bild 48 B).

Denken nun, dass wir von dem geraden rechtw nkligen System nichts w ssen
und damt auch von den Wnkeln der Koordinaten nicht, wende w eder unsere
Besti nmungsregel zur Auffindung des Punktes P an und stelle fest, dass wr
mt den gleichen Regeln zum entsprechenden Punkt konmen. Man kann auch die
bi sher gewohnte Arithnetik auf diese Koordi naten anwenden und kann in dem
Bei spi el sfall zu voll kormmen gl ei chen Ergebni ssen komen, wie wenn wir ein
ni cht verdricktes, sondern gl eichnalBi ges Koordi natensystem vor uns hatten.
Im Falle eines solchen verdrickten Koordi natensystens ist also ohne das
ort hogonal e Vergl ei chssystem nicht erkennbar, ob es verdrickt ist. Solch
ei n Koordi nat ensystem das unabhéangi g von anderen insbesondere orthogonal en
Ver gl ei chssystenmen ist, nenne inmanent. Halte also fest, dass das
Verdricken einer Ebene mt einem inmanenten Koordi natensystem nicht
berer kbar i st.

Denke weiter nicht die Ebene einfach verdrickt im obigen Sinne, sondern
gehe einen Schritt weiter und verbiege sie so total, dass sie sich w eder
berihrt. Wr koénnen uns in erster Stufe die Oberfléache eines Zylinders
vorstellen, die x-Achse ist eine Gerade auf dem Mantel, die y-Achse ist ein
Kreis auf dem Mantel (Bild 48C). Die y-Achse nenne Kreisel gerade, sie soll
vier Punkte aufweisen, d.h. der vierte Punkt ist w eder der erste. Fasse
die Koordinaten wieder als imranent auf, d.h. betrachte die Punkte nicht
durch ein gl ei chmali ges in dem Fal | raun i ches kartesi sches
Koor di nat ensystem sondern durch das oben benannte inmanente System Der
Punkt P mt den Koordinaten |1,2] wird also w eder dadurch gefunden, dass
wir auf der x-Achse zum ersten Punkt gehen und dort senkrecht den zweiten
Punkt auf der y-Achse aufsuchen. Bis zum dritten Punkt kann nan die in der
oben erkl arten verdrickten Ebene keinen Unterschied feststellen, auch die
Arithnetik gibt keinen H nweis auf die gebogene Zylinderoberfl&ache. Erst ab
dem Punkt y#4 erscheint eine Abartigkeit, nadmich der Punkt y#4 ist gleich
dem Punkt x#1, was in der gleichmalli gen Ebene nicht der Fall ist.

Man kann nun noch einen Schritt weitergehen und auch die x-Achse als
Krei sel ausgestalten, so dass wir eine Kugel in Bezug auf ein gleichnali ges
Koor di nat ensystem hatten (Bild 48D). Stelle nun wiederum mt Hilfe der
i mmanenten Koordi naten fest, wo ein Punkt P mit den Koordinaten |1,1] ist
und werde feststellen, er ist auf gleicher Wise zu finden und bei diesem
Punkt ist kein H nweis auf das gekrimmte System zu finden. Erst w ederum
bei dem vierten Punkt benerken wir, dass der Punkt gleich dem ersten ist,
und zwar di esmal sowohl bei der y-Achse als auch bei der x-Achse. Es gelten
danmit folgende arithmetische Beziehungen bei di esen kugel i mmanent en
Koor di nat en, wobei die Achsenpunkte x#a attributiv dargestellt werden als
ax, was wohl generkt keine Multiplikation bedeuten soll:

+-2X +-2y = -+Qy
+- 2X = +- 2y
+-4x = - +Q(
+- 4y = - +Q/



Was hier mt zwei Punkten gezeigt wurde, kann auch mt vielen oder auch nit
:Q Punkten gemacht werden. Es gilt dann beispielswise +:x = +:Q/ ,
wahrend wir in der euklidischen Geonetrie und Arithmeti k nur die Beziehung
+-: X = -+: X kennen.

Man si eht, die Bezi ehungen haben et was Ahnl i chkei t mt der
Krei sel darstel lung der konpl exen Zahlen, bei der Zylinderfl&che erscheinen
bei der y-Achse periodisch gleiche Wrte. Gewohnte Begriffe wie die G oRe
einer Flache fuhren bei der dblichen arithnetischen Behandlung zu
W der sprichen und missten anders definiert werden. Bei einer solchen Flache
ist also selbst aus immnenten Koordinaten zu ersehen, dass die Flache
andere Ei genschaften aufwei st als di e oben behandel ten.

Die obigen Kugel koordinaten bilden erkennbar krume Flachen, die sie
bi | denden i nmanent en Koordi naten sind absolut krumme Koordinaten. Die oben
behandel ten verdrickten nicht aus sich heraus erkennbar krumren Fl achen
sind nur relativ krummre Flachen, bei denen aus den inmanenten Koordi naten
die Kriummung nicht sichtbar wird, sondern nur im Vergleich mt einem
anderen System Dann blei bt aber offen, welches das krumrme und wel ches das
gerade System ist, eine Unterscheidung kann nur wllkirlich durch
Fest| egung getroffen werden.

Die Frage krumm oder gerade auf eine Flache ist also eine Frage der
benut zt en Koordi naten. Mt inmanenten Koordi naten ist eine Krinmmung nur bei
absol ut krumren Fl d&chen erkennbar, und zwar Uber die abweichende
Arithnetik. Mt anderen, also derivativen Koordinaten, ist die Krimmng
jederzeit nmit der charakteristischen Lange ds des Urkoordi natensystens
feststell bar. Dabei sind die U koordinaten i mmer i mmanent orthogonal.

50.) Kegel schnitte
Variiere nun die Kreis-Punktdarstellung der Rotationskurve. S sei ein Punkt
(Strich imBild 50), M der Mttel punkt eines Kreisels (Boppel) und tQ der
Nul | punkt seiner Peripherie. Lege eine Strecke |S/tQ (dinner Strich) nmt
einem festen Abstand fest, die MBstrecke heiRen soll, und verandere den
Radi us tQ M des Kreisels auf der Geraden der Strecke . Betrachte dabei nur
di ejenige Kurve, welche die Mstrecke mttig schneidet. Fir diese soll
gel ten:
Die Kurve ist die radiale Mttellinie zw schen ei nem Punkt und einem
Krei sel .

Setze zunachst den Mttelpunkt M in den Punkt tQ der MaRkreisel
verschwi ndet dadurch in seinen Mttelpunkt (Bild 50A). Als Kurve ergibt
sich eine zur MaBRstrecke senkrechte Gerade.

Bewege nun den Mttel punkt M weg vom Punkt tQ nach rechts, so dass der
Kreisel negativ groRBer wrd. (Bild 50B). Es ergibt sich nun ein
AuBRenabst and des Kreisels zur Kurve. Als Kurve haben wir eine Hyperbel nach
der Ublichen Definition erkennbar. Je weiter der Radius vergroBert wird,
desto gekrimter wird di e Hyperbel.

Entferne den Mttel punkt M des Kreisels inmer nmehr, sein Radius wrd
groRer, seine Krummung geringer, bis schlieRBlich bei einem Abstand des
Punktes M von :Q bzw. -:Q kei ne Krinmmung nehr vorhanden ist (Bild 50C), die
Peripherie ist eine Gerade. Es ergibt sich fur die Kurve eine Parabel mt
der dblichen Definition. Der Kreiselmttel punkt M befindet sich nun sowohl
bei :Qwie bei -:Q

Wrd der Kreisel von der gegenuberliegenden Seite herangeholt, wrd die
Peri pherie w eder gekrimmt, aber entgegengesetzt, der Kreisel ist w eder
positiv. Die Kurve ist nun Uber die konkave Seite des Kreisels in gleicher
Wei se zu bestimren und man erhdlt eine Ellipse (Bild 50D).

Nahere den Kreisel weiter, féallt sein Mttelpunkt M mt dem Punkt S
zusanmmen, die Kurve wird zu einemKreis (Bild 50E).

Nun wandert der Mttel punkt M auf der Mallstrecke. Bevor er deren Mtte
erreicht hat, begegnen uns standi g kleiner werdende Ellipsen (Bild 50F).
Wenn die Mtte der MaBstrecke erreicht ist, verschwindet die Ellipse und
die Kurve ist ein Strahl, ausgehend von S (Bild 50QG.

Wandert der Kreisel weiter, wird der Kreis standig kleiner, der Strahl



spaltet sich zunehnend zu einer Hyperbel auf (Bild 50H), bis schliefllich
der Krei sel im Ausgangspunkt tQ als Punkt verschw ndet und die
Ausgangsstel lung erreicht ist.

Die obige Definition gilt also fur alle Kegelschnitte. Bestimend fiur das
Aussehen der Kurve ist die MBstrecke und der MaRkreisel. Mt Hilfe der
d ei chungen der Kegel schnitte |assen sich anders bisher nicht darstellbare
Figuren in d eichungsform arithmeti sch ausdricken, nman verwendet hierzu die
al | genei ne Form des Kegel schnitts

(x-a)z : A2 + (y-b)2 . B =1
und setzt entsprechende Randwerte ein. So |asst sich beispielswise ein
Punkt mit den Koordi naten x#a und y#b mt der Kreisgleichung

(x-a)2 + (y-b)z = Re
mt dem Radius R zu einer Punktdarstellung formen nmit der Reduzi erung des
Radi us auf R#Q woraus folgt R=@=0 , da @ bereits alleine steht. Es
errechnet sich die Ordinate zu

= b+ [-(x-a)2]:2
Set ze probehal ber x#a

= b +[-(a-a)2]:2 =b+[-(a.Q?]:2

= b+ (ia.Q =b + (ia-ia) =b
Alle anderen rechenbaren Werte auller x#a erfiullen die Bedingung der
Konsekution mt O nicht, sodass ein auf beiden Achsen singularer Wert
erscheint, eben ein Punkt. Durch Reduktion des Radius auf Q erhalt man
ei nen Punkt, ungekehrt gilt das nicht augenscheinlich.



